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1

1.1

1.1.1

1.1.1 (范畴). 一个范畴 C 是由以下要素组成：

1. 一类数学对象 ob(C)；

2. 对于每两个对象 X,Y，给定了一个集合 Mor(X,Y )，其元素称为从 X 到 Y 的

射，记 f ∈ Mor(X,Y ) 为 f : X → Y；

3. 一个复合规则 Mor(X,Y )×Mor(Y, Z)→ Mor(X,Z)，记作 (f, g) 7→ g ◦ f，并

且满足以下性质：

(1) 结合律：对任意的 f : X → Y, g : Y → Z, h : Z →W，满足

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f

(2) 单位律：每个对象 X 有一个单位射 idX : X → X，满足对任何 f : Y → X

有

idX ◦f = f

对于任何 g : X → Z，满足

g ◦ idX = g

在下面的例子中，都以 {对象，射} 的形式展示：

1.1.1. 集合的范畴：{集合，函数}

1.1.2. 光滑流形的范畴：{光滑流形，光滑映射}

1.1.3. 拓扑空间的范畴：{拓扑空间，连续映射}

1.1.4. 单纯复形的范畴：{单纯复形，单纯映射}

1.1.5. 阿贝尔群的范畴：{阿贝尔群，群同态}

1.1.6. 群的范畴：{群，群同态}；环的范畴：{环，环同态}

1.1.7. 域 F 上线性空间的范畴：{F 线性空间，F 线性映射}

1.1.8. 域 F 上的代数的范畴：{F 代数，F 代数同态}

1.1.9. 拓扑空间的范畴：{拓扑空间，X 到 Y 映射的同伦类}

1.1.10. 带基点的拓扑空间的范畴：{带基点的拓扑空间，保持基点的连续映射}

1.1.11. 取定拓扑空间X，考虑：{X 中的点，从点 a 到点 b 的道路的同伦类，其中 a, b ∈ X}
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1.1.2

1.1.2 (协变函子). 假设 C,D 是两个范畴，一个协变函子 F : C → D 是一个对

应：

1. C 中的每个对象 X 对应于 D 的一个对象 F (X)；

2. C 的每个射 f : X → Y 对应于 D 的一个射 F (f) : F (X) → F (Y )，满足以下

性质：

(1) 复合律：对于射 f : X → Y, g : Y → Z，有

F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f)

(2) 单位律：对于任意对象 X，有

F (idX) = idF (X)

1.1.12. 遗忘函子：{拓扑空间，映射} → {集合，函数}

1.1.13. 基本群函子 π1 : {带基点的拓扑空间，保持基点的连续映射} → {群，群同态}

1.1.14. 单纯同调函子 H∗ : {单纯复形，单纯映射} → {阿贝尔群，群同态}

1.1.3

1.1.3 (反变函子). 假设 C,D 是两个范畴，一个反变函子 F : C → D 是一个对

应：

1. C 中的每个对象 X 对应于 D 的一个对象 F (X)；

2. C 的每个射 f : X → Y 对应于 D 的一个射 F (f) : F (Y ) → F (X)，满足以下

性质：

(1) 复合律：对于射 f : X → Y, g : Y → Z，有

F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g)

(2) 单位律：对于任意对象 X，有

F (idX) = idF (X)

1.1.15. 对偶函子：{域 F 上的线性空间，F 线性映射} → {对偶空间，映射的拉回}

1.1.16. 给定拓扑空间 X，考虑 C(X) = {连续函数 X → R}，则有反变函子

C∗ : {拓扑空间，连续映射} → {实代数，实代数同态}
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1.1.4. 称一个射 f : X → Y 是可逆的，如果存在射 g : Y → X，使得：

g ◦ f = idX , f ◦ g = idY

1.1.5 (同构). 称两个对象是同构的，如果它们之间存在一对互逆的射。

1.1.1. 协变（反变）函子总是把单位射变成单位射，把可逆射变成可逆射，把

同构的对象变成同构的对象。

证明. 这里只对协变函子进行验证：根据定义，函子总把单位射映成单位射；设函子
为 F : C → D，f : C1 → C2 是 C 中的一个可逆射，其逆为 g : C2 → C1，那么

F (f) ◦ F (g) = F (f ◦ g) = F (idC) = idD

即 F (f) 是 D 中的可逆射，其逆为 F (g)；如果 C1, C2 是 C 中的同构的对象，同构
由 f 给出，那么 F (C1), F (C2) 自然也是 D 中的同构对象，同构由 F (f) 给出。

1.2

1.2.1

1.2.1 (链复形). 一个链复形 C = {Cq, ∂q} 是一串阿贝尔群 Cq 以及一串群同

态 ∂q : Cq → Cq−1（称为 q 维边缘算子），满足 ∂q ◦ ∂q+1 = 0, ∀q ∈ Z，写法上有：

· · · → Cq+1
∂q+1−→ Cq

∂q−→ Cq−1 → . . .

1.2.2 (闭/边缘链群). 链复形 C = {Cq, ∂q} 的 q 维闭链群定义为 Zq(C) =

ker ∂q；q 维边缘链群定义为 Bq(C) = im ∂q+1

1.2.3 (同调群). 链复形 C 的 q 维同调群定义为 Hq(C) = Zq(C)/Bq(C)，其元

素称为 C 的 q 维同调类。

1.2.1. 我们约定，zq ∈ Zq(C) 所代表的同调类为 [zq] ∈ Hq(C)，记 H∗(C) =

{Hq(C)}，实际上，H∗(C) 是一个分次群。

1.2.4 (分次群). 分次群指的是一个阿贝尔群序列 G∗ = {Gq | q ∈ Z}，分次群

同态 φ∗ : G∗ → G′
∗ 指的是一个同态序列 {φq : Gq → G′

q | q ∈ Z}

1.2.5 (链映射). 设 C,D 是链复形，一个链映射 f : C → D 是一串同态

fq : Cq → Dq，满足：

∂q ◦ fq = fq−1 ◦ ∂q, ∀q

即下面的图表交换1：

1我们不在符号上区分不同链复形之间的边缘同态，一并记作 ∂q，请读者留心。
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. . . Cq+1 Cq Cq−1 . . .

. . . Dq+1 Dq Dq−1 . . .

∂q+1

fq+1

∂q

fq fq−1

∂q+1 ∂q

1.2.2

1.2.1. 链映射 f : C → D 诱导出同调群的同态 f∗ : H∗(C)→ H∗(D)，映射为

f∗([zq]) = [fq(zq)], ∀zq ∈ Zq(C)

证明. 首先验证映射是良定义的，任取 bq = ∂q+1(bq+1) ∈ im ∂q+1，即在 Cq 的边缘

链群中，则需要证明 fq(bq) ∈ im ∂q+1，根据 fq ◦ ∂q+1 = ∂q+1 ◦ fq+1，有

fq(bq) = ∂q+1 ◦ fq+1(bq+1) ∈ im ∂q+1

即定义是良好的；

下面证明 f∗ 是一个群同态，即验证：

f∗([zq] + [z′q]) = f∗([zq]) + f∗([z
′
q])

根据定义，因为 fq : Cq → Dq 的同态，：

f∗([zq] + [z′q]) = [fq(zq + z′q)]

= [fq(zq) + fq(z
′
q)]

而 [fq(zq)+fq(z
′
q)]与 [fq(zq)]+[fq(z

′
q)]是相同的，因为它们的差只是一个边缘链。

至此，我们得到了一个新的范畴，即链复形的范畴 {链复形，链映射}，以及一

个新的函子，同调函子：{链复形，链映射} → {分次群，分次群同态}。

1.2.3

1.2.6 (链同伦). 两个链映射 f, g : C → D 称为是链同伦的，如果存在一串同

态 T = {Tq : Cq → Dq+1}，如下面图表：

. . . Cq+1 Cq Cq−1 . . .

. . . Dq+1 Dq Dq−1 . . .

∂q+1

fq+1−gq+1

∂q

fq−gq
Tq

fq−1−gq−1
Tq−1

∂q+1 ∂q

使得对任意 q 满足 ∂q+1 ◦ Tq + Tq−1 ◦ ∂q = gq − fq，称 T 为连接 f, g 的一个链同伦，

记作 f ⋍ g : C → D 或者 T : f ⋍ g : C → D

1.2.1. 假设 f ⋍ g : C → D，则 f∗ = g∗ : H∗(C) → H∗(D)，即链同伦的链映

射诱导出相同的同调群同态。
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证明. 即验证 f∗ − g∗ 是零映射即可：任取 [zq] ∈ Hq(C)，则

f∗ − g∗([zq]) = [fq − gq(zq)]

= [∂q+1 ◦ Tq + Tq−1 ◦ ∂q(zq)]

= [∂q+1 ◦ Tq(zq)]

= 0

1.2.2. 链映射之间的链同伦关系是一个等价关系。

证明. 自反性与对称性是显然的，而对于传递性：假设 f ' g, g ' h，那么存在

{Tq : Cq → Dq+1} 以及 {T ′
q : Cq → Dq+1} 使得

∂q+1 ◦ Tq + Tq−1 ◦ ∂q = gq − fq
∂q+1 ◦ T ′

q + T ′
q−1 ◦ ∂q = hq − gq

那么两式直接相加则有：

∂q+1 ◦ (Tq + T ′
q) + (Tq−1 + T ′

q−1) ◦ ∂q = hq − fq

即 f ' h

1.2.7 (同伦等价). 两个链复形 C,D 称为是链同伦等价的，如果存在链映射

f : C → D, g : D → C，使得 f ◦ g ⋍ idD, g ◦ f ⋍ idC

1.2.3. 链同伦等价诱导同调群的同构，因而链同伦等价的链复形有同构的同调

群。

证明. 链同伦等价是链复形层面上的同构关系，根据命题 1.1.1，函子将同构的对象

映射成同构的对象。

1.2.1. 若 f ' f ′ : C → D, g ' g′ : D → E 都是链同伦的链映射，那么

g ◦ f ' g′ ◦ f ′ : C → E

证明. 根据定义，存在 {Tq : Cq → Dq+1} 以及 {T ′
q : Dq → Eq+1} 使得

∂Dq+1 ◦ Tq + Tq−1∂
C
q = f ′

q − fq
∂Eq+1 ◦ T ′

q + T ′
q−1 ◦ ∂Dq = g′q − gq

因此

g′q ◦ f ′
q − gq ◦ fq = g′q ◦ (f ′

q − fq) + (g′q − gq) ◦ fq
= g′q ◦ (∂Dq+1 ◦ Tq + Tq−1∂

C
q ) + (∂Eq+1 ◦ T ′

q + T ′
q−1 ◦ ∂Dq ) ◦ fq
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注意到
g′q ◦ ∂Dq+1 = ∂Eq+1 ◦ g′q+1

∂Dq ◦ fq = fq−1 ◦ ∂Cq
那么有

g′q ◦ f ′
q − gq ◦ fq = ∂Eq+1 ◦ g′q+1 ◦ Tq + g′q ◦ Tq−1 ◦ ∂Cq + ∂Eq+1 ◦ T ′

q ◦ fq + T ′
q−1 ◦ fq−1 ◦ ∂Cq

= ∂Eq+1 ◦ (g′q+1 ◦ Tq + T ′
q ◦ fq) + (g′q ◦ Tq−1 + T ′

q−1 ◦ fq−1) ◦ ∂Cq

从而 g ◦ f ' g′ ◦ f ′

1.3

1.3.1

1.3.1 (标准单形). q 维标准单形 ∆q = {(x0, x1, . . . , xq) ∈ Rq+1 | 0 ≤ xi ≤
1,
∑q

i=0 xi = 1}

1.3.2 (奇异单形). 拓扑空间 X 中的 q 维奇异单形指的是一个连续映射 σ :

∆q → X

1.3.1 (线性奇异单形). C 是 Rn 中的凸集，c0, c1, . . . , cq ∈ C，则有唯一的线性

映射 ∆q → C，把顶点 e0, . . . , eq 映射成 c0, . . . , cq，记为 (c0c1 . . . cq) : ∆q → C，定

义为
∑

i xiei 7→
∑

i xici

在下面的讨论中，我们取定拓扑空间 X

1.3.3 (奇异链群). X 的 q 维奇异链群 Sq(X) 定义为以 X 中所有 q 维奇异单

形为基生成的自由阿贝尔群，其元素称为 q 维奇异链，具有形式

cq = k1σ
(1)
q + · · ·+ krσ

(r)
q , ki ∈ Z, σ(i)

q : ∆q → X, q ≥ 0

并且规定负维数的 Sq(X) = 0

1.3.4 (边缘映射). X 中 q 为奇异单形 σ : ∆q → X 的边缘定义为如下 q − 1

维奇异链

∂σ = ∂(σ ◦ (e0 . . . eq)) =
q∑
i=0

(−1)iσ ◦ (e0 . . . êi . . . eq)

做 Z 线性扩张得到

∂q : Sq(X)→ Sq−1(X)

是阿贝尔群同态。

1.3.1. S∗(X) = {Sq(X), ∂q} 是链复形。
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证明. 即验证 ∂q−1 ◦ ∂q = 0，由于 ∂ 是群同态，因此只需要在奇异单形上验证即可。

先在标准单形上计算：

∂q−1 ◦ ∂q(e0 . . . eq) =
q∑
i=0

(−1)i∂q−1(e0 . . . êi . . . eq)

=

q∑
i=0

(
∑
j<i

(−1)j(e0 . . . êj . . . êi . . . eq) +
∑
j>i

(−1)j−1(e0 . . . êi . . . êj . . . eq))

=
∑

0≤j<i≤q

(−1)i+j(e0 . . . êj . . . êi . . . eq) +
∑

0≤i<j≤q

(−1)i+j−1(e0 . . . êi . . . êj . . . eq)

= 0

将上式用映射 σ : ∆q → X 复合就得到 ∂q−1 ◦ ∂q(σ) = 0

1.3.2

1.3.5 (奇异同调群). 链复形 S∗(X) = {Sq(X), ∂q} 称为 X 的奇异链复形。由

X 的奇异链复形决定的同调群称为 X 的奇异同调群，记作 H∗(X) := H∗(S∗(X))

1.3.6 (奇异链复形间的链映射). 设 f : X → Y 是映射，它把 X 中的奇异单形

σ : ∆q → X 变成 Y 中的奇异单形 f ◦ σ，记为 f#(σ)。通过线性扩张可以得到同态

f# : Sq(X)→ Sq(Y )

1.3.2. f# 与 ∂ 可交换，即 f# : S∗(X)→ S∗(Y ) 是链映射。

证明. 显然。

1.3.7 (奇异链映射诱导的奇异同调群间的映射). 映射 f : X → Y 诱导的同调

群的同态 f∗ : H∗(X)→ H∗(Y ) 指的是链映射 f# : S∗(X)→ S∗(Y ) 所诱导的同调群

同态。

1.3.3 (奇异同调群的拓扑不变性). 同胚的拓扑空间有着同构的奇异同调群。

1.3.1. 协变函子 S∗ 把拓扑空间范畴变到链复形范畴，同调函子把链复形范畴变

成分次群范畴，将这两个协变函子复合得到协变函子称为奇异同调函子 H∗。因此用

这种观点，命题 1.3.3 是直接的，因为根据命题 1.1.1，函子将同构的对象映成同构

的对象。

1.3.2. 单点空间的奇异同调群 H∗(pt) 如下

H∗(pt) =

Z, q = 0

0, q > 0
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这是因为对于每一个维度，都只有一个奇异单形 σ : ∆q → {pt}，因此 Sq(X) =

Z, ∀q ≥ 0，对于边缘同态 ∂q 来说，我们有

∂q =

1, q = 2k + 1

0, q = 2k

因此我们有如下的链复形

0←− Z 0←− Z 1←− Z 0←− Z 1←− . . .

因此可以得到我们期待的结果。

1.3.8 (克罗内克同态). 克罗内克同态 ε : S0(X)→ Z 定义为

ε(k1a1 + · · ·+ krar) = k1 + · · ·+ kr

1.3.2. ε : S0(X)→ Z 诱导出满同态 H0(X)→ Z，因为 S0(X) = Z(X)，并且每

个 1 维奇异单形的边缘的克罗内克指标为零。

1.3.4. 如果空间 X 道路连通，则 ε : H0(X)→ Z 是同构。

证明. 任取基点 p ∈ X，任意 c0 = k1a1 + · · ·+ krar ∈ ker(ε)，则 c0 = c0 − ε(c0)b =
k1(a1− b) + · · ·+ kr(ar − b)，由于 X 道路连通，因此存在道路连接 ai 和 b，对于每

个 i 成立，记作 σi，因此

∂(
∑
i

kiσi) = c0

因此 c0 是一个边缘链，因此 ker ε = 0，即 ε 是同构。

1.3.9 (链复形的直和). 一族链复形 {Cλ : λ ∈ Λ}，其中 Cλ = {Cλq, ∂λq} 这族

链复形的直和定义为
⊕
Cλ = {

⊕
λ∈Λ Cλq,

⊕
∂λq}

1.3.5.
H∗(

⊕
λ

Cλ) =
⊕
λ

H∗(Cλ)

证明. 我们具体写出链复形的直和如下：

· · ·
⊕
λ

Cλq+1
⊕λ∂λq+1−→

⊕
λ

Cλq
⊕λ∂λq−→

⊕
λ

Cλq−1 → . . .

因此可以注意到

Hq(
⊕
λ

Cλ) = ker
⊕
λ

∂λq/ im
⊕
λ

∂λq+1 =
⊕
λ

ker ∂λq/ im ∂λq+1

最后一个等式成立是因为核与像是可以与直和交换的，因此

Hq(
⊕
λ

Cλ) =
⊕
λ

Hq(Cλ)
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1.3.1. 设 X =
⋃
λ∈ΛXλ 是 X 的道路连通分支分解，则有同调群的直和分解

H∗(X) = ⊕λ∈ΛH∗(Xλ)

证明. 用
∑

X 记 X 中全体奇异单形的集合，则可以分解为
∑

X =
∐
λ∈Λ

∑
Xλ
，从

而有直和分解 S∗(X) =
⊕

λ∈Λ S∗(Xλ)

1.3.1. 拓扑空间 X 道路连通当且仅当 H0(X) = Z

1.3.3

1.3.10 (增广链复形). 拓扑空间 X 的增广链复形 S̃∗(X) = {S̃q(X), ∂̃q} 定义

为

S̃q(X) =

Sq(X), q > −1

Z, q = −1
∂̃q =

∂q, q > 0

ε, q = 0

1.3.3. 增广链复形只改变了 ∂0 以及 S−1(X) 这两项，因此只会影响零阶同调群

的结果，因为此时只有 ∂0 的核发生了改变。在其余维数时，同调群不发生改变。

1.3.4. 由于 f : X → Y 诱导的 f# : Sq(X) → Sq(Y ) 保持零维的克罗内克指数，

因此如果规定 f# : S̃−1(X) → S̃−1(Y ) 规定为 id，那么拓扑空间之间的映射可以过

渡到增广链复形间的链映射 f# : S̃∗(X)→ S̃∗(Y )。

1.3.11 (简约同调群). 拓扑空间 X 的简约同调群定义为增广链复形 S̃∗(X) 对

应的同调群，记作 H̃∗(X)。f : X → Y 诱导的同态 f∗ : H̃∗(X)→ H̃∗(Y ) 规定为链

映射 f# : S̃∗(X)→ S̃∗(Y ) 所诱导的同调群同态

1.3.6. 对于拓扑空间 X，简约同调群与同调群有如下关系

Hq(X) =

H̃q(X), q 6= 0

H̃q(X)⊕ Z, q = 0

证明. 由于增广链复形与链复形相比只改变了链群 C−1 以及 ∂0，因此对于 q > 0 时

的同调群都是不改变的。

对于零维的情况，我们有

H0(X) = C0(X)/ im ∂1, H̃0(X) = ker ε/ im ∂1

而由于 ε 是满射，我们有

C0(X)/ ker ε ∼= Z

因此可以得到

H0(X) ∼= H̃0(X)⊕ Z

12



1.3.5. 上面的证明利用了一个看似“显然”的结果：

C0(X)/ ker ε ∼= Z =⇒ C0(X) ∼= ker ε⊕ Z

实际上是因为下述短正合列分裂的结果

0→ ker ε→ C0(X)
ε−→ Z→ 0

1.3.2. 拓扑空间 X 是道路连通当且仅当 H̃0(X) = 0

1.3.1. 设空间 A 由两个点组成，A = {a0, a1}，则

H̃q(A) =

Z, q = 0

0, q 6= 0

而且 H̃0(A) 的一个生成元是 [a1 − a0]

证明. 由于 σ : ∆n → A 是连续映射，并且 ∆ 是连通的，因此对于 n 维的奇异单形，

只存在如下两种
σa0 : ∆n → {a0}

σa1 : ∆n → {a1}

从而每一个链群 Cq 都是 Z⊕ Z，并且边缘同态为

∂q =

id⊕ id, q是偶数

0, q是奇数

从而有如下的序列：

· · · → Z⊕ Z id ⊕ id−→ Z⊕ Z 0−→ . . .
0−→ Z⊕ Z︸ ︷︷ ︸

2维

id ⊕ id−→ Z⊕ Z︸ ︷︷ ︸
1维

0−→ Z⊕ Z︸ ︷︷ ︸
0维

ε−→ Z→ 0

从而 H̃q(A) = 0, q > 0，而当 0 维时，我们有

H̃0(A) = ker ε = [a1 − a0]

1.3.4

1.3.12 (同伦映射). 映射 f : X → Y, g : X → Y 称为同伦的，如果存在映射

F : X × I → Y，使得 F (x, 0) = f(x), F (x, 1) = g(x)，记作 f ' g

1.3.13 (同伦等价). 两个拓扑空间 X,Y 称为同伦等价，或者是有相同的同伦

型，如果存在映射 f : X → Y, g : Y → X，使得 f ◦ g ' idY，g ◦ f ' idX
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1.3.14 (可缩空间). 拓扑空间 X 称为是可缩的，如果它与单点集有相同的同

伦型。

1.3.15 (收缩形变核). 拓扑空间 X 的子空间 A 称为是 X 的收缩形变核2，如

果存在收缩 r : X → A3，使得 i ◦ r 同伦于 idX，并且同伦的过程中固定 A4，其中

i : A→ X 是嵌入。

1.3.3. Sn 是 Rn\{0} 的收缩形变核。

1.3.2 (同伦不变性). 假定 f ' g 是同伦的映射，则 f# ' g# : S∗(X)→ S∗(Y )

是链同伦的，因而诱导相同的同调群同态。

1.3.6. 在奇异同调的框架下，同调群的同伦不变性的证明过于繁琐以及极具构造

性，这里略过证明。在之后我们会在微分同调的观点下给出一个相对简单的证明。

1.3.3 (同伦型不变性). 设拓扑空间 X,Y 有相同的同伦型 X ' Y，则它们的

同调群同构。

1.3.4. 设拓扑空间 X 的子空间 A 是 X 的收缩形变核，则嵌入映射 i : A→ X

诱导了同调群的同构。

1.3.5

1.3.16 (基本群). X 是拓扑空间，x0 ∈ X 是取定的基点，则 X 的基本群为

π1(X,x0) = {γ的同伦类 | γ是 x0 处的闭路}

如果我们将 [0, 1] 等同于 1 维标准单形，则 X 中的每条道路都是 X 中的 1 维

奇异单形，若 γ 是闭道路，则 γ 是闭链，因此 H1(X) 关心的也是 X 中的闭路的情

况。以 [γ]h ∈ H1(X) 表示 γ 代表的同调类，[γ] 代表 γ 的同伦类。

易知

[γγ′]h = [γ]h + [γ′]h

故我们有同态：

h∗ : π1(X,x0)→ H1(X)

定义为 [γ] 7→ [γ]h，称为 Hurewicz 同态。

1.3.3. 假设拓扑空间 X 道路连通，则 Hurewicz 同态是满同态，并且 kerh∗ 是

π1(X,x0) 的换位子群，即 H1(X) 就是 π1(X,x0) 的交换化。
2这里的定义有时也被称为强形变收缩核
3映射 r : X → A 被称为收缩，如果 r ◦ i = idA

4这意味着同伦 F : X × I → X 满足对于任意的 t ∈ I, F (a, t) = a, ∀a ∈ A
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1.3.6 U

1.3.17 (U 小奇异链). X 是拓扑空间，U 是 X 的覆盖，奇异单形 σ : ∆q → X

被称为 U-小的，如果 σ(∆q) ⊂ U ∈ U。

1.3.1. 记 SU
q (X) 是由以所有 U-小奇异单形为基生成的自由阿贝尔群，是

S∗(X) 的子链复形。

1.3.4. 假设 IntU = {Ů | U ∈ U} 是 X 的开覆盖，则存在链映射 k : S∗(X)→
SU
∗ (X) 满足 k ◦ i = id, i ◦ k ∼= id，从而含入映射诱导出同调群的同构。

1.4 Mayer-Vietoris

1.4.1

1.4.1 (正合列). 阿贝尔群同态 A
f→ B

g→ C 在 B 处正合，如果 ker g = im f；

阿贝尔群同态序列 · · · → Gi−1
ϕi−1→ Gi

ϕi→ Gi+1 → . . . 被称为正合列，如果在每一个

Gi 处都正合。

1.4.1 (Zig-Zag 引理). 链复形和链映射的长正合列 0 → C
f→ D

g→ E → 0 诱

导了同调群间的长正合列

. . .
∂∗−→ Hq(C)

f∗−→ Hq(D)
g∗−→ Hq(E)

∂∗−→ Hq−1(C)→ . . .

证明. 首先 f∗, g∗ 都是链复形的链映射自然的诱导的同调群之间的态射，下面我们定

义 ∂∗，考虑下面的交换图表：

...
...

...

0 Cq+1 Dq+1 Eq+1 0

0 Cq Dq Eq 0

0 Cq−1 Dq−1 Eq−1 0

...
...

...

fq+1

∂q+1

gq+1

∂q+1 ∂q+1

fq

∂q

gq

∂q ∂q

fq−1

∂q−1

gq−1

∂q−1 ∂q−1

任取 z ∈ Eq 是一个闭链，由于 gq 是满射因此可以考虑 g−1
q (z)，并通过 ∂q 映到

Dq−1，由于 gq−1∂q(g
−1
q (z)) = ∂q(z) = 0，因此 ∂q(g

−1
q (z)) ∈ ker gq−1 = im fq−1，并

且由于

fq−2∂q−1f
−1
q−1∂qg

−1
q (z) = ∂q−1∂qg

−1
q (z) = 0
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以及 fq−2 是单射可知 ∂q−1f
−1
q−1∂qg

−1
q (z) = 0，因此 f−1

q−1∂qg
−1
q (z) 是 Cq−1 中的闭链，

因此可以定义

∂∗([z]) := [f−1
q−1∂qg

−1
q (z)]

在这里，我们需要小心验证以下的事实：

(1) 定义不依赖于 z 这个同调类代表元的选取；

(2) 定义不依赖于 g−1
q (z) 的选取；

我们依次如下验证：

(1) 如果将 z 改成 z + ∂q+1a, a ∈ Eq+1，则

∂qg
−1
q (z+∂q+1a) = ∂qg

−1
q (z)+∂qg

−1
q ∂q+1(a) = ∂qg

−1
q (z)+∂q∂q+1g

−1
q+1(a) = ∂qg

−1
q (z)

即与同调类代表元选取无关。

(2) 由于 z 在 g−1
q 下的任何两个原像只相差一个 im fq 中的元素，我们不妨假设将

g−1
q (z) 换成 g−1

q (z) + f(a), a ∈ Cq，则

f−1
q−1∂q(g

−1
q (z) + fq(a)) = f−1

q−1∂qg
−1
q (z) + f−1

q−1∂qfq(a) = f−1
q−1∂qg

−1
q (z) + ∂q(a)

因此更换 g−1
q (z) 的原像将会得到落在同一个同调类中的元素，因此定义不依

赖于 g−1
q (z) 的选取。

因此，∂∗ 的定义是良好的。

1.4.2 (同调序列的自然性). 设有链复形与链映射交换图

0 C D E 0

0 C ′ D′ E′ 0

f

α

g

β γ

f ′ g′

则有下面的交换图表

. . . Hq+1(E) Hq(C) Hq(D) Hq(E) . . .

. . . Hq+1(E
′) Hq(C

′) Hq(D
′) Hq(E

′) . . .

∂∗

α∗

f∗

β∗

g∗

γ∗

∂∗ f ′
∗ g′∗

1.4.1 (五引理). 设有阿贝尔群的交换图表

A1 A2 A3 A4 A5

B1 B2 B3 B4 B5

ϕ1

f1

ϕ2

f2

ϕ3

f3

ϕ4

f4 f5

ψ1 ψ2 ψ3 ψ4
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其中两个横行都是正合列，如果 f1, f2, f4, f5 都是同构，则 f3 也是同构。

证明. 图上追踪。

1.4.1. 实际上，只需要 f1, f2, f4 是满射，f2.f4, f5 是单射。

1.4.2 (列正合). 阿贝尔群同态的正合列 C
f→ D

g→ E 称为裂正合的，如果

f(C) 是 D 的直和项，即 D 能分解成 f(C) 和某个子群的直和。

1.4.2. 短正合列是列正合列的等价于 D ∼= C ⊕ E，因为如果 D ∼= C ⊕ E，由于

f 是单射自然有 f(C) 是 D 的直和项；而如果 f(C) 是 D 的直和项，那么我们不妨

写成 D = f(C)⊕ E′，因此

E′ ∼= D/ im f ∼= D/ ker g ∼= E

即 D ∼= C ⊕ E.

1.4.1. 对于阿贝尔群同态的短正合列 0→ C
f→ D

g→ E → 0，下列叙述等价：

1. 存在同态 h : D → C，使得 h ◦ f = idC

2. 存在同态 k : E → D，使得 g ◦ k = idE

3. 短正合列 0→ C
f→ D

g→ E → 0 是裂正合的。

特别的，若 E 是自由阿贝尔群5，则 1, 2, 3 成立。

证明. 如果短正合列是正合的，那么 (1), (2) 是显然成立的，取 C ⊕E 的到每个分量
的投射即可。

下面证明 (1) → (3)，首先注意到 D = im f + kerh，这是因为任取 x ∈ D，我
们有如下分解

x = (x− fh(x)) + fh(x)

后者显然在 im f 中，然而前者在 kerh 中只需要做如下验算

h(x− fh(x)) = h(x)− hfh(x) = h(x)− h(x) = 0

下面证明 im f ∩ kerh = 0，若存在 c ∈ C 使得 f(c) = d 以及 h(d) = 0，那么

c = hf(c) = h(d) = 0，因此 D = im f ⊕ kerh，即该短正合列分裂。
下面证明 (2)→ (3)，论证的方式与上面类似，同样注意到 D = ker g+ im k，这

是因为任取 x ∈ D，我们有如下的分解

x = (x− kg(x)) + kg(x)

5更一般的，E 是投射的，或 C 是内射的即可。
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后者显然在 im k 中，然而前者在 ker g 中只需要做如下验算

g(x− kg(x)) = g(x)− gkg(x) = g(x)− g(x) = 0

下面证明 im k ∩ ker g = 0，若存在 d ∈ D 使得 d = k(e)，并且满足 g(d) = 0，那么

0 = g(d) = gk(e) = e，因此交平凡，即 D = ker g ⊕ im k = im f ⊕ im k，即该短正

合列分裂。

1.4.2 Mayer-Vietoris

我们先来考虑下面的情况：X 是拓扑空间，X1, X2 是 X 的子空间，使得 U =

{X1, X2} 是 X 的一个覆盖，则

SU
∗ (X) = S∗(X1) + S∗(X2)

我们考虑下面的图表：

X1

X1 ∩X2 X1 ∪X2

X2

j1i1

i2 j2

则可以得到链复形与链映射的短正合列

0→ S∗(X1 ∩X2)
h#−→ S∗(X1)⊕ S∗(X2)

k#−→ S∗(X1) + S∗(X2)→ 0

其中 h#(x) := (i1#(x),−i2#(x)), k#(x) := j1#(y) + j2#(z)

1.4.3 (Mayer-Vietoris 耦). 设 X1, X2 是 X 的子空间，满足含入映射 i :

S∗(X1)+S∗(X2)→ S∗(X1∪X2) 诱导了同调群的同构，则称 (X1, X2) 是一个 Mayer-
Vietoris 耦。

1.4.1. 若 X̊1 ∪ X̊2 = X，则 {X1, X2} 是一个 Mayer-Vietoris 耦。因为此时

S∗(X1) + S∗(X2) = SU
∗ (X)，根据定理 1.3.4，可知 SU

∗ (X) ∼= S∗(X) = S∗(X1 ∪X2)

1.4.3 (Mayer-Vietoris 序列). 设 {X1, X2} 是一个 Mayer-Vietoris 耦。则存在

长正合列

· · · → Hq(X1 ∩X2)
−→ H1(X1)⊕H2(X2)

+→ Hq(X1 ∪X2)
∂−→ Hq−1(X1 ∩X2)→ . . .

证明. 短正合列诱导长正合列。
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1.4.3. 对增广链复形，同样有短正合列

0→ S̃∗(X1 ∩X2)
h#−→ S̃∗(X1)⊕ S̃∗(X2)

k#−→ S̃∗(X1) + S̃∗(X2)→ 0

因此也有简约同调群的 Mayer-Vietoris 序列。

1.4.4. ∂∗ : Hq(X1 ∪X2)→ Hq−1(X1 ∩X2) 的具体形式：任取 [z] ∈ Hq(X1 ∪X2)，

由于 Mayer-Vietoris 耦的原因，[z] 一定有一个代表闭链可以写成 x1 + x2，其中 x1

是 X2 中的链，x2 是 X2 中的链。由于 ∂z = ∂x1 + ∂x2 = 0，则 ∂x1 = −∂x2，记作

y，是 X1 ∩X2 中的闭链，它代表了 Hq−1(X1 ∩X2) 中的同调类，即

∂∗([z]) = [y]

1.4.4 (Mayer-Vietoris 序列的自然性). 设 {X1, X2}, {Y1, Y2} 是 X,Y 中的

Mayer-Vietoris 耦，映射 f : X → Y 满足 f(X1) ⊂ Y1, f(X2) ⊂ Y2，则有正合列的

交换图

· · · → Hq+1(X1 ∪X2) Hq(X1 ∩X2) Hq(X1)⊕Hq(X2) Hq(X1 ∪X2)→ . . .

· · · → Hq+1(Y1 ∪ Y2) Hq(Y1 ∩ Y2) Hq(Y1)⊕Hq(Y2) Hq(Y1 ∪ Y2)→ . . .

∂∗

f∗

−

f∗

+

f∗ f∗

∂∗ − +′

例 1.4.1 利用 U -小奇异链的性质给出了一种 Mayer-Vietoris 耦，但是通常在计

算中，我们会选择闭集作为 Mayer-Vietoris 耦，下面的定理给出了两个闭子空间组

成的集合什么时候是一个 Mayer-Vietoris 耦的判断方法：

1.4.2. 如果拓扑空间 X = X1 ∪X2，X1, X2 是闭子空间，且 X1 ∩X2 是某个

开邻域的形变收缩核，则 {X1, X2} 是 Mayer-Vietoris 耦

证明. 记 X1 ∩ X2 的开邻域 V 以及 F : V × I → V 是形变收缩同伦，记 Vi =

Xi ∪ V, i = 1, 2，显然 {V1, V2} 是 Mayer-Vietoris 耦。
我们断言：对于 i = 1, 2，Vi 可形变收缩到 Xi，定义

Fi(x, t) =

x, x ∈ Xi

F (x, t), x ∈ V \Xi

根据 Mayer-Vietoris 序列则有

. . . Hq(V ) Hq(V1)⊕Hq(V2) Hq(X) Hq−1(V ) . . .

. . . Hq(X1 ∩X2) Hq(X1)⊕Hq(X2) Hq(S
U
∗ (X)) Hq−1(X1 ∩X2) . . .
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根据五引理可知虚线是一个同构，即 {X1, X2} 是一个 Mayer-Vietoris 耦。

利用命题 1.4.2，我们计算高维球面的简约同调群，这是我们第一个不平凡的例

子。

1.4.2. 当 n ≥ 0 时，有球面的同调群为

H̃q(S
n) =

Z, q = n

0, 其他

证明. 令 B+ = {(x0, . . . , xn) | xn ≥ 0}, B− = {(x0, . . . , xn) | xn ≤ 0}，则 B+∩B− =

Sn−1 是其某个开邻域的收缩形变核，则 {B+, B−} 是一个 Mayer-Vietoris 耦。而
B+, B− 都同胚与 Dn−1，是一个可缩空间，则其各个维数的简约同调群为零，利用

简约同调群的 Mayer-Vietoris 序列则有

· · · → 0
+→ H̃q(S

n)
∂∗−→ H̃q−1(S

n−1)
−→ 0

+→ H̃q−1(S
n)→ . . .

因此可以得到

H̃q(S
n) ∼= H̃q−1(S

n−1) ∼= . . . ∼= H̃q−n(S
0)

利用两点空间的简约同调群可以得到我们期待的结果。

1.5

1.5.1 de Rham

在本节中6，为了简洁起见，仅从形式上的定义微分形式，而不深究其背后的代

数原理。

取开集 D ⊆ Rn，并取坐标 x = (x1, . . . , xn)，则其上的微分形式如下

Ω0(D) = {f ∈ C∞(D)}

Ω1(D) = {
n∑
i=1

fidxi | fi ∈ C∞(D)}

Ω2(D) = {
n∑

1≤i<j≤n

fijdxi ∧ dxj | fij ∈ C∞(D)}

...

Ωn(D) = {fdx1 ∧ · · · ∧ dxn | f ∈ C∞(D)}

规定大于 n 次以及小于 0 次的微分形式都是零，并且

dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi

6关于这部分材料，详见 GTM82

20



令 Ω∗(D) =
⊕n

i=1 Ω
i(D)，则 (Ω∗,∧) 构成了一个外代数。满足任取 ω ∈ Ωp(D), η ∈

Ωq(D)，则

ω ∧ η = (−1)pqη ∧ ω

在微分形式上定义外微分运算 d : Ωk(D)→ Ωk+1(D) 如下

df =
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi

d(
n∑
i=1

fidxi) =
n∑
i=1

dfi ∧ dxi =
n∑

i,j=1

∂fi
∂xj

dxj ∧ dxi

...

做 R-线性扩张即可得到 Ωk(D) → Ωk+1(D) 的映射，并且容易验证，d2 = 0，因此

得到了如下的微分复形

0→ Ω0(D)
d−→ Ω1(D)

d−→ Ω1(D)
d−→ Ω2(D)

d−→ . . .

并且可以定义该微分复形对应的上同调群7，记作 H∗
dR(D,R) 如果不强调系数，有时

也省略做 H∗
dR(D)。

1.5.1. 我们下面计算 H0
dR(D,R) 如下

H0
dR(D) = ker(d : Ω0(D)→ Ω1(D))

= {f ∈ C∞(D) | df = 0}

因此

H0
dR(D,R) = R⊕ · · · ⊕ R︸ ︷︷ ︸

D 的连通分支的个数

1.5.2 Stokes

回忆在微积分中所学过的如下公式∫
∂D

Pdx+Qdy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
)dxdy∫∫

∂D

Pdydz +Qdzdx+Qdxdy =

∫∫∫
D

(
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
)dxdydz∫

∂D

Pdx+Qdy +Qdz =
∫∫

D

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z
)dydz + (

∂P

∂z
− ∂R

∂x
)dzdx+ (

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
)dxdy

注意到，如果我们记

ω = Pdx+Qdy
7由于随着边缘同态的作用指标在上升，因此这种同调群一般称作上同调群，以与之前的同调群作区分。
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那么根据外微分的运算则有

dω = d(Pdx+Qdy) = (
∂P

∂x
dx+∂P

∂y
dy)∧dx+(

∂Q

∂x
dx+∂Q

∂y
dy)∧dy = (

∂Q

∂x
−∂P
∂y

)dx∧dy

类似上面的运算，可以发现后两个公式也有相同的结果，实际上，它们都是下面公

式的特殊形式

1.5.1 (Stokes 公式). D 是 r 维边界分片光滑的区域，ω 是 r − 1 次微分形式，

则 ∫
∂D

ω =

∫
D

dω

1.5.1. 上面的等式也可以写成

〈∂D, ω〉 = 〈D, dω〉

即 ∂ 与 d 构成对偶。

1.5.3 de Rham

取 D1 ⊆ Rn, D2 ⊆ Rm，以及 D1 的坐标 (y1, . . . , yn)，D2 的坐标 (x1, . . . , xm)，

我们定义切向量的推出

f∗(
∂

∂yi
) =

m∑
α=1

∂fα

∂yi
∂

∂xα

设 ω =
∑

i1,...,ir
ϕi1...irdxi1 ∧ . . . dxir，则定义微分形式的拉回为

f∗(ω) =
∑
α1...αr

ϕi1...ir ◦ f
∂fα1

∂yi1
. . .

∂fαr

∂yir
dyi1 ∧ · · · ∧ dyir

并且我们断言 f∗ 保持外积以及与外微分交换，即f∗(ω ∧ η) = f∗(ω) ∧ f∗(η)

f∗ ◦ d = d ◦ f∗

因此微分形式的拉回

f∗ : Ω∗(D2)→ Ω∗(D1)

诱导了 de Rham 上同调群之间的态射，即 H∗
dR 是一个反变函子。

1.5.4 de Rham Mayer-Vietoris

取 U1, U2 是 Rn 中的开集，U = U1 ∪ U2，则有
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U1

U1 ∩ U2 U1 ∪ U2 = U

U2

i1j1

j2 i2

1.5.1. 根据上面的图表，对任意的 p，我们有下面的短正合列

0→ Ωp(U)
Ip−→ Ωp(U1)⊕ Ωp(U2)

Jp

−→ Ωp(U1 ∩ U2)→ 0

其中
Ip(ω) = (i∗1(ω), i

∗
2(ω))

Jp(ω1, ω2) = j∗1(ω1)− j∗2(ω2)

证明. 关键证明 Jp 是满射，不妨考虑 p = 0 的情形，其余情况类似。取从属于

{U1, U2}的单位分解 {ρ1, ρ2}，则任取 f ∈ C∞(U1∩U2)，考虑 f1 = ρ2f ∈ C∞(U1),−ρ1f ∈
C∞(U2)

8，则

f = ρ2f − (−ρ1f) = (ρ1 + ρ2)f = f

1.5.1. 上述微分复形的短正合列诱导了 de Rham 上同调群的长正合列，即

Mayer-Vietoris 序列。

· · · → Hp
dR(U)

+−→ Hp
dR(U1)⊕Hp

dR(U2)
−−→ Hq

dR(U1 ∩ U2)
d∗

−→ Hq+1
dR (U)→ . . .

1.5.2. 这里我们搞明白 d∗ 对理解是十分有帮助的9，通过具体进行追图操作，我

们可以发现 d∗ 可以显式的写成：

d∗([ω]) =

−d(ρV ω), 在 U 上

d(ρUω), 在 V 上

1.5.2. 证明 H2
dR(R2) = 0

证明. 这实际是 Poincaré 引理的特殊结果，我们对于这个例子进行具体的构造：任
取 H2(R2) 中的一个闭的 2-形式 ω = gdx ∧ dy，我们直接构造一个 1-形式 η =

f1dx+ f2dy，使得 ω = dη。由于：

dη = d(f1dx+ f2dy)

= ((f2)x − (f1)y)dx ∧ dy

8思考：为什么不选取 f1 = ρ1f, f2 = −ρ2f？
9One of hallmarks of a topologist is a sound intuition of d∗
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即我们需要构造 f1, f2 使得

(f2)x − (f1)y = g

而这是非常容易的，只需令 f1 ≡ 0，以及

f2 =

∫ x

a

g(t, y)dt

即可。

1.5.2. 开子集 U ⊂ Rn 可以被有限个凸开子集覆盖，则 H∗
dR(U) 是有限维的。

证明. 对 U 的凸开子集的个数 r 进行归纳，当 r = 1 时根据 Poincaré 引理即可。假
设 r < k 时都成立，那么考虑 r = k 时，假设 {U1, . . . , Uk} 是 U 的一个凸开覆盖，

考虑 V =
⋃k−1
i=1 Ui，则 U = V ∪ Un。根据 Mayer-Vietoris 序列，我们有

· · · → Hq−1(V ∩ Un)
d∗

−→ Hp(U)→ Hp(V )⊕Hp(Un)→ . . .

而根据归纳假设，Hq−1(V ∩Un),Hp(V ),Hp(Un) 都是有限维的，再根据正合性可知

Hp(U) 是有限维的，即归纳成立。

1.5.5 de Rham

在上面的过程中，我们实际上都是在处理欧式空间中的对象，更一般的来说，可

以考虑光滑流形上的 de Rham 上同调。很多结果都是平行的，因为微分实际上是一

种局部性质，而流形正是那些局部平凡的对象。

由于光滑流形 M 在局部上微分同胚与欧式空间中的开集，因此我们可以在 M

的坐标卡上定义微分形式，并且要求其与坐标卡相容得到整体上的微分形式。同样

其上存在一个外微分算子 d，与微分形式一起组成了一个 de Rham 复形，因此可以

定义 M 上的 de Rham 上同调群。

并且光滑流形之间的光滑映射会诱导微分形式的拉回，并且与外微分算子交换，

就如同在局部时一样。因此将会诱导了 de Rham 复形之间的链映射，进而诱导上同

调群之间的映射，因而 de Rham 上同调仍然具有函子性。

1.5.2. 微分同胚的光滑流形具有同构的 de Rham 上同调群。

下面我们将定义上同调群的卡积10，这是上同调优于同调的一个具体体现11

1.5.1 (卡积). 我们定义

Hr
dR(M)×Hs

dR(M)→ Hr+s
dR (M)

([ξ], [η]) 7→ [ξ ∧ η]
10在之后讲述奇异上同调时，我们也会介绍奇异上同调的卡积，但是在微分上同调意义下卡积有着更加直观的定义，

就是通过微分形式的外积来定义。
11这将给出我们更多的信息，如果两个光滑流形微分同胚，那么它们的 de Rham 上同调群不仅要同构，而且我们
将要赋予的环结构，也应该是相同的。
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1.5.3. 上述定义确实是良定义的，因为设 ξ′ = ξ + dζ，则

ξ′ ∧ η − ξ ∧ η = (ξ′ − ξ) ∧ η = dζ ∧ η = d(ζ ∧ η)

1.5.4. 对于卡积来说，其满足交换律

[ξ] ∪ [η] = (−1)rs[η] ∪ [ξ]

这实际上源于 ξ ∧ η = (−1)rsη ∧ ξ，其中 ξ ∈ Ωr(M), η ∈ Ωs(M)。

卡积赋予了上同调群更加丰富的结构，即使得分次群上增加了乘法运算，使得

其称为分次环

1.5.2 (分次环). 一个分次环 R∗ = {Rq | q ∈ Z} 是一个分次群 R∗，以及一系

列双线性乘法 µp,q : Rp×Rq → Rp+q, ∀p, q ∈ Z，简记作 (α, β) 7→ α · β，并且满足结

合率以及存在单位元。

1.5.3 (交换分次环). 分次环 R∗ 被称为交换的，如果

α · β = (−1)|α||β|β · α

其中 |α|, |β| 分别表示 α, β 的次数。

1.5.4 (分次环同态). 分次环同态是指一个分次群同态，并且保持乘法以及乘法

单位元。

1.5.3. de Rham 上同调群 H∗
dR(M) 构成了一个交换分次环。光滑流形间的光滑

映射诱导的上同调群之间的态射是分次环的同态。

1.5.3. 微分同胚的光滑流形具有同构的上同调环结构。

1.5.6 de Rham

1.5.1. 记 it :M →M × I 定义为 x 7→ (x, t)，显然有 i0 同伦于 i1，则它们诱

导的链复形之间的链映射 i∗0, i
∗
1 是链同伦的。即对任意的 p，存在 Tp : Ω

p(M × I)→
Ωp−1(M)，使得

Tp−1d + dTp = i∗1 − i∗0

证明. 任取 x ∈M，以及任取 ω ∈ Ωp(M × I)，定义

(Tpω)x(X1, . . . , Xp−1) :=

∫ 1

0

ι ∂
∂t
ω(X1, . . . , Xp−1)dt =

∫ 1

0

ω(
∂

∂t
,X1, . . . , Xp−1)dt

下面我们验证这就是我们需要的链同伦：

注意到 ω ∈ Ωp(M × I) 一定可以写成形如 f(x, t)dt ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip−1 与

g(x, t)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip 的线性和，则只需要对这两种形式的 ω 验证即可。
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当 ω = f(x, t)dt ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip−1 时，则计算：

d(Tpω) = d((
∫ 1

0

f(x, t)dt)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip−1)

=
∑
j

∂

∂xj
(

∫ 1

0

f(x, t)dt)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip−1

=
∑
j

(

∫ 1

0

∂f

∂xj
(x, t)dt)dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip−1

Tp+1(dω) = Tp+1(
∑
j

∂f

∂xj
dxj ∧ dt ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip−1)

= −
∑
j

∫ 1

0

∂f

∂xj
(x, t)dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip−1

= −d(Tpω)

而 i∗0ω = i∗1ω = 0，因此对于第一种情况是成立的。

当 ω = f(x, t)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip，则 ι ∂
∂t
ω = 0，因此 d(Tpω) = 0；而另一方面：

Tp+1(dω) = Tp+1(
∂f

∂t
dt ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip + . . . )

= (

∫ 1

0

∂f

∂t
(x, t)dt)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

= (f(x, 1)− f(x, 0))dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

= i∗1ω − i∗0ω

1.5.3. f, g 是光滑流形M → N 的光滑同伦，则 f∗ = g∗ 是相同的从H∗
dR(M)→

H∗
dR(N) 的映射。

证明. 只需证明 f∗ 与 g∗ 是链同伦的链映射即可。设 H : M × I → N 是 f 和 g 的

光滑同伦，即 H ◦ i0 = f,H ◦ i1 = g，则

f∗ = i∗0 ◦H∗

g∗ = i∗1 ◦H∗

而 i∗0
∼= i∗1，两式消去即有 f∗ ∼= g∗。

1.5.5. 设 f : M → N 是连续函数，任取12光滑函数 F : M → N，使得 f 连

续同伦于 F，我们定义

f∗ := F ∗ : H∗
dR(N)→ H∗

dR(M)

12这样的光滑函数确确实实是存在的，这就是逼近定理
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1.5.5. 我们要说明 f∗ 不依赖于 F 的选取，而这是显然的，因为任取 G 是光滑

映射，使得 f 同伦于 G，那么根据传递性，F 连续同伦于 G，而根据下面的引理，

实际上有 F 光滑同伦于 G。因此 f∗ 不依赖于 F 的选取。

1.5.2. 如果 F,G 是两个光滑函数，并且 F 与 G 连续同伦，那么必然有 F 与

G 光滑同伦。

1.5.4 (de Rham 上同调的同伦不变性). 有相同伦型的光滑流形有着相同的

de Rham 上同调群。

1.5.4 (Poincaré 引理). 若 M 可缩，则有

Hp
dR(M) =

0, p > 0

R, p = 0

证明. 注意到 Rn 与 Rn−1 有相同的伦型，因此有

Hp
dR(R

n) = Hp
dR(R

n−1) = · · · = Hp
dR(R

0) =

0, p > 0

R, p = 0

1.5.5. 同胚的光滑流形有着相同的 de Rham 上同调群。

证明. 同胚的光滑流形自然有相同的伦型。

1.5.4. 计算 H∗
dR(R2\{(0, 0)}) 如下：我们取 U1 = R2\[0,+∞), U2 = R2\(−∞, 0]。

则

Hq
dR(U1 ∩ U2) =

0, p > 0

R⊕ R, q = 0
, Hq

dR(U1)⊕Hq
dR(U2) =

0, p > 0

R⊕ R, q = 0

因此根据 Mayer-Vietoris 序列，当 p > 0 时有

0→ Hp
dR(U1 ∩ U2)→ Hp+1

dR (U1 ∪ U2)→ 0

即 p ≥ 2 时，有 Hq
dR(U1 ∪ U2) = 0

而当 p = 0 时，有

0→ H0
dR(U1 ∪ U2)

I∗→ H0
dR(U1)⊕H0

dR(U2)
J∗

→ H0
dR(U1 ∩ U2)

d∗

→ H1
dR(U1 ∪ U2)→ 0

我们可以直接计算

H1
dR(U1 ∪ U2) = H0

dR(U1 ∩ U2)/ im J∗ = R⊕ R/R = R
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1.5.5. 计算 Sn 的 de Rham 上同调群。

证明. 注意到 Sn 与 Rn+1\{0, . . . , 0} 有相同的伦型，而 Rn+1\{0} 的上同调群可以
利用与上例完全一致的证明方式来证明。

1.5.6. 当 m 6= n 时，Rm 与 Rn 不同胚。

证明. 根据 Poincaré 引理得到它们的 de Rham 上同调群不同构。

1.5.6 (good cover). 光滑流形 M 的一个开覆盖 {Ui} 被称为一个好覆盖13，如

果任意有限交那么空，要么同胚于 Rn。

1.5.5. 若光滑流形 M 存在一个有限的好覆盖，则 H∗
dR(M) 是有限维的。

证明. 同命题 1.5.2

1.5.2 (Poincaré 对偶). M 是 n 维可定向紧流形，则有同构

Hk
dR(M) ∼= Hn−k

dR (M), ∀0 ≤ k ≤ n

证明. 由于 M 上存在好覆盖，则 H∗
dR(M) 都是有限维的。我们考虑下面的配对

Hk
dR(M)×Hn−k

dR (M)→ R

([ξ], [η]) 7→
∫
M

ξ ∧ η

这个配对是良定义的非退化的双线性型，这样的双线性型直接导致了 Poincaré 对
偶。

1.5.6. dimHk
dR(M) = dimHn−k

dR (M), 0 ≤ k ≤ n，即 M 的第 k 个 Betti 数和

第 n− k 个 Betti 数是相同的。

1.5.7 (Euler 示性数). M 的欧拉示性数定义为

χ(M) :=
n∑
i=0

(−1)i dimH i
dR(M)

1.5.7. M 是奇数维可定向紧流形，则 χ(M) = 0

1.5.8. M 是连通的 n 维可定向紧流形，则 Hn
dR(M) = R

13这样的覆盖总是存在的，需要借助一些黎曼几何的工具，在其上赋予一个黎曼度量，再考虑测地凸邻域。
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1.5.7

本节中，为了符号的简洁，省略 de Rham 上同调群 H∗
dR(X) 的下标，简记作

H∗(X)14。

1.5.3. 对于 Rn 中的任意真闭子集 A，有同构

Hp+1(Rn+1\A) = Hp(Rn\A), ∀p ≥ 1

H1(Rn+1\A) = H0(Rn\A)/R

H0(Rn+1\A) = R

证明. 令 U1 = Rn× (0,+∞)∪ (Rn\A)× (−1,+∞)，以及 U2 是 U1 关于 Rn 的对称，
则 U1 ∪ U2 = Rn+1\A，以及 U1 ∩ U2 = (Rn\A)× (−1, 1)，则显然有下面的结果：

1. U1, U2 可缩；

2. U1 ∩ U2 同伦等价于 Rn\A

利用 de Rham 上同调的 Mayer-Vietoris 序列，我们有

· · · → Hp(Rn+1\A)→ Hp(U1)⊕Hp(U2)→ Hp(Rn\A)→ Hp+1(Rn+1\A)→ Hp+1(U1)⊕Hp+1(U2)→ . . .

当 p ≥ 1 时，我们有 Hp(U1)⊕Hp(U2) = 0，从而

Hp+1(Rn+1\A) = Hp(Rn\A)

而当 p = 0 时，我们有 Hp(U1)⊕Hp(U2) = R⊕ R，从而

0→ R→ R⊕ R f−→ H0(Rn\A) g−→ H1(Rn+1\A)→ 0

从而
H1(Rn+1\A) = H0(Rn\A)/ ker g

= H0(Rn\A)/ im f

= H0(Rn\A)/(R⊕ R/R)

= H0(Rn\A)/R

1.5.9. 当 n ≥ 2 时，我们有

Hp(Rn\{0}) =

R, p = 0, n− 1

0, 其他
14实际上，这也是有道理的，因为我们目前只接触到了一种上同调理论，去掉下标并不会导致混淆；并且当我们介

绍了奇异上同调后，德拉姆定理告诉我们 de Rham 上同调群与 R 系数的奇异上同调群是同构的，因此亦不需要加以
区分。
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证明. 取 A = {0} 是 R 中的真闭子集。

利用上面的结果，实际上可以得到许多非常深刻的定理。第一个重要的应用则

是 Brouwer 不动点定理。

1.5.4 (Brouwer 不动点定理). 若 f : Dn → Dn 是连续函数，其中 D = {x ∈
Rn | ‖x‖ ≤ 1}，则 f 必存在不动点。

证明. 设 f(x) 6= x, ∀x ∈ Dn，则构造 g(x) : Dn → Sn，其中 g(x) 为从 f(x) 连接 x

的射线与 Sn 的交点，显然 g(x) 连续，并且 g(x)|Sn = idSn，考虑

Sn−1 i
↪→ Dn g−→ Sn−1

则有 g ◦ i = idSn，则 i∗ ◦ g∗ : Hn−1(Sn−1)
g∗−→ Hn−1(Dn)

i∗−→ Hn−1(Sn−1) 诱导了

上同调群间的同构，但是 Hn−1(Dn) = 0，矛盾。

另一个有趣的应用则是毛球定理，在后面我们将看到，毛球定理实际上是 Poincaré−Hopf
定理的一个特殊情况。

1.5.5 (毛球定理). Sn 上存在连续的处处非零切向量场当且仅当 n 是奇数。

在证明之前，我们先看如何构造奇数维的球面上一个连续的处处非零的切向量

的一个例子：

1.5.7. S2n+1 上的处处非零的切向量场可以如下定义：(x0, x1, . . . , x2n+1) 处的非

零切向量可以定义为 (−x1, x0, . . . ,−x2n+1, x2n)。

下面我们给出毛球定理的证明

证明. 假设 Sn 上有一个连续的处处非零的切向量场 v(x), x ∈ Sn，下面我们只需要
说明 n 是奇数。构造 Rn+1\{0} 上的一个连续切向量场为

w(x) = v(
x

‖x‖
), x ∈ Rn+1\{0}

那么令 F (x, t) = (cosπt)x+ (sinπt)w(x)，实现了 F (x, 0) = id 与 F (x, 1) = − id 的
同伦，因此

id∗ = f∗
1 : Hn(Rn\{0})→ Hn(Rn+1\{0})

但是对于 f∗
1 来说，我们可以写成其具体的形式如下：

f∗
1 : Hn(Rn\{0})→ Hn(Rn+1\{0})

[ξ] 7→ (−1)n+1[ξ]

因此 n+ 1 是偶数，即 n 是奇数。
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最后一步 f∗
1 的具体形式是由下面的引理保证的，因为 f1 可以看成是线性变换

− In+1。

1.5.3. 如果 n ≥ 2，并且 A ∈ GL(n,Rn)，记 fA : Rn\{0} → Rn\{0} 定义为

x 7→ Ax，则 f∗
A = sgn |A|

证明. 对 A 进行初等变换得到 B = (I + cEr,s)A, c ∈ R，则有同伦 fA ' fB，因

此 f∗
A = f∗

B，经过有限次初等变换后可以得到 A = diag(1, 1, . . . , sgn |A|}，因此可知
f∗
A = sgn |A|。

第三个应用则是分离定理，特别地，当 n = 2 时，就是 Jordan 闭曲线定理。

1.5.6 (Jordan-Brouwer 分离定理). 取
∑

同胚于 Sn−1,
∑
⊂ Rn，则 Rn\

∑
有两个连通分支 U1, U2，且其中 U1 有界，U2 无界，并且 ∂U1 = ∂U2 =

∑
，并称

U1 是
∑

的内部，U2 是
∑

的外部。

为了证明这个定理，我们先做一些准备工作，下面的延拓定理是一个重要的工

具，使得我们可以将闭子集上的同胚延拓到全空间上，因为 Sn 和与其同胚的
∑

都

是 Rn 中的闭子集。

1.5.4 (Urysohn-Tietze 引理). A 是 Rn 中的闭集，f : A → Rm 是连续函数，

则存在连续延拓 g : Rn → Rn，使得 g|A = f。

证明. 标准的点集拓扑结论。

1.5.5. A ⊂ Rn, B ⊂ Rm，是闭子集，且 φ : A→ B 是同胚，则存在 Rn+m 到

自身的同胚 h 使得 h(x, 0) = (0, φ(x)), ∀x ∈ A。

证明. 先将 φ 延拓成连续映射 f1 : Rn → Rm，并且定义

h1 : Rm+n → Rm+n

(x, y) 7→ (x, y + f1(x))

同理可以延拓 f−1 成 f2 : Rm → Rn，类似的定义

h2 : Rm+n → Rm+n

(x, y) 7→ (x+ f2(y), y)

则定义 h = h−1
2 ◦ h1 即可。

1.5.10. A,B 是 Rn 中的闭子集，φ : A → B 是同胚，则 φ 可以扩张为同胚

φ̃ : R2n → R2n。
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1.5.6. 上面的引理意味着 φ̃ : R2n\A → R2n\B 是同胚！但一般而言，Rn\A 与

Rn\B 是不同胚的，例如 Alexander′s 角球（见下图）在 R3 中同胚与 S2，但是它们

的补是不同胚的。

虽然补不一定同胚，但是我们有下面的结论：

1.5.7. A,B 都是 Rn 的真闭子集，A,B 同胚，则Hk(Rn\A) = Hk(Rn\B), k ≥ 0

证明. 考虑定理 1.5.3，对 m 进行归纳可知对任意 m ≥ 1，有

Hk+m(Rn+m\A) ∼= Hk(Rn\A), k ≥ 1

Hm(Rn+m\A) ∼= H0(Rn\A)/R

由于 R2n\A 与 R2n\B 同胚，从而有

Hk(Rn\A) ∼= Hk+n(R2n\A) ∼= Hk+n(R2n\B) ∼= Hk(Rn\B), k ≥ 1

H0(Rn\A)/R ∼= Hn(R2n\A) ∼= Hn(R2n\B) ∼= H0(Rn\B)/R

因而

H∗(Rn\A) ∼= H∗(Rn\B)

1.5.11. A,B 是 Rn 的真闭子集，则它们的补有相同的连通分支个数。

有了上面的准备，我们可以证明 Jordan-Brouwer 分离定理

证明. 由于 Rn\Sn−1 有两个连通分支，因此 Rn\
∑
也有两个连通分支。记 Rn\Sn−1

的两个连通分支为 D̊n,W = {x ∈ R | ‖x‖ > 1}，取 r = maxx∈Σ ‖x‖，则 rW 连通，

必含在 Rn\
∑
的某个连通分支中，记作 U2，则另一个连通分支必有界，记作 U1。

下面证明 U1, U2的边界都是
∑
，即证明任取 p ∈

∑
，对任意 p的开邻域 V，V 中

既存在 U1 中的点也存在 U2 中的点。定义 A =
∑
\(
∑
∩V )，则 A是闭的，则 A同胚

于 Sn−1 的某个闭子集 B，则 Rn\B 是连通的，从而 Rn\A连通。取 p1 ∈ U1, p2 ∈ U2，
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以及连接 p1, p2的连续曲线 γ，由第一部分的结果 γ与
∑
必相交，即 γ−1(

∑
)非空，闭

子集 γ−1(
∑

) 必有第一个以及最后一个元素 c1 和 c2。γ(c1) ∈
∑
∩V, γ(c2) ∈

∑
∩V，

那么存在 ε > 0，使得 γ(c1 − ε) ∈ V ∩ U1, γ(c2 + ε) ∈ V ∩ U2。

1.5.12. A ⊂ Rn，且 A 同胚于 Dk, 0 ≤ k ≤ n，则 Rn\A 连通。

1.5.8 (Brouwer). V 是 Rn 中的开集，f : U → Rn 是连续单射，则 f(U) 是

Rn 中的开子集，从而 f 是 U 到 f(U) 的同胚。

证明. 任取 f(x) ∈ f(U), x ∈ U，取 x 的开邻域 V 使得其闭包 V ⊂ U，V ∼= Dn 且

∂V ∼= Sn=1。由于 V 是紧集，其上的单映射是同胚，因此 h(V ) ∼= V ∼= Dn，根据推

论 1.5.12，有 Rn\h(V ) 是连通的，而显然 h(V ) 也是连通的，则观察分解

Rn\h(∂V ) = (Rn\h(V )) ∪ h(V )

将 Rn\h(∂V ) 分解成了两个连通的部分，根据分离定理的结果，这两个连通分支一

定是开集，因此 h(V ) 是开集，从而 h(x) 是内点。由于 h(U) 的每一个点都是内点

从而 h(U) 是开集。

1.5.13 (区域不变性原理). V ⊂ Rn，且 V 同胚于 Rn 的某个开子集，则 V 是

开子集。

1.5.14 (维数不变性原理). U ⊂ Rn, V ⊂ Rm 都是非空开子集，并且 U 同胚于

V，则 m = n。

1.5.8. R3 中的纽结 K 指的是 K ∼= S1，则有

Hk(R3\K) =

R, 0 ≤ k ≤ 2

0, 其他

证明. 只需要考虑 R3\S1 即可，而

Hk(R2\S1) = Hk(D̊2)⊕Hk(R2\D2) =


R⊕ R, k = 0

R, k = 1

0, 其他

再利用
Hk+1(R3\S1) ∼= Hk(R2\S1), ∀k ≥ 1

H1(R3\S1) ∼= H0(R2\S1)/R

则有

Hk(R3\K) = Hk(R3\S1) =

R, 0 ≤ k ≤ 2

0, 其他
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1.5.8 de Rham

回顾奇异同调，我们定义了奇异链复形 S∗(X) = {Sq(X) | q ∈ Z} 以及其上的

边界算子 ∂ : Sq → Sq−1。实际上 S∗(X) 可以被视作 S∗(X;Z)，进而对于任何一个

群 G，我们都可以定义带 G 系数的奇异链复形 S∗(X;G)，以及带 G 系数的奇异同

调群 H∗(X;G)15。

而如果想要定义奇异上同调，我们就需要定义一些上链复形以及其上的边界算

子，如何从一个链复形自然的得到一个上链复形呢？一个很好的办法就是利用反变

函子 Hom(−, G)。
固定阿贝尔群 G 和拓扑空间 X，我们如下定义：

1.5.8 (带 G 系数的上链复形). 带 G 系数的奇异上链复形定义为

Sq(X;G) := Hom(Sq(X), G)

以及边缘算子
δ : Sq(X;G)→ Sq+1(X;G)

f 7→ f ◦ ∂

1.5.7. 利用下面的图表可以更好的理解 δ 的定义以及为什么 δ2 = 0：

Sq+1

Sq

Sq−1 G

∂

δ2(f)

∂
δ(f)

f

1.5.9 (带 G 系数的奇异上同调群). 我们定义带 G 系数的奇异上同调群为上链

复形 {S∗(X;G), δ} 的同调群，记作 H∗(X;G)。

实际上，可以看作是反变函子 Hom(−, G) 与奇异同调函子的复合。因此，它继

承了奇异同调许多重要的性质，如：G 系数的奇异上同调群仍然具有函子性，以及

1.5.6 (同伦不变性). 如果 f ' g : X → Y 是同伦的映射，则

f∗ = g∗ : H∗(Y ;G)→ H∗(X;G)

由于上下同调群之间构成对偶关系，因此我们可以自然的在上下同调群之间构

造一个配对，我们先在一般的阿贝尔群上叙述：如果 A,B 是阿贝尔群，定义

Hom(A,B)×A ⟨ , ⟩−→ B

(φ, a) 7→ φ(a)

15这里我们采用记号 H∗(X;G) 而不是 H∗(X,G)，以免与之后要定义的相对同调群混淆。
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记作 〈φ, a〉 := φ(a), a ∈ A,φ ∈ Hom(A,B)。

对于任意的链复形 C = {Cq, ∂}，通过 Hom(−, G) 函子可以得到一个上链复形

Hom(C,G) = {Hom(Cq, G), δ}，下面定义上链复形 Hom(C,G) 与 C 的 Kronecker
乘积如下

〈σp, σq〉 =

〈σp, σp〉, p = q

0, 其他

这可以过渡到同调群之间的 Kronecker 乘积：

Hq(X;G)×Hq(X;G)
⟨ , ⟩−→ G

〈[zq], [zq]〉 = 〈zq, zq〉 = zq(zq)

1.5.9 (de Rham 定理). 设 M 是紧的光滑流形，则其 de Rham 上同调群同构

于带 R 系数的奇异上同调群。

证明.（概要）我们用 Ssmoothq (X;R) 来记以光滑16奇异单形 σ : ∆q → X 为基生成的

R 向量空间。我们定义如下的双线性的函数

Ωq(X)× Ssmoothq (X;R)→ R

(ω, σ) 7→
∫
σ

ω

并且 Stokes 公式表明： ∫
∂σ

ω =

∫
σ

dω

即边界算子 ∂ 与外微分算子 d 对偶，并且可以诱导到同调群上。从而有上链映射：

Ω∗(X)→ HomR(S
smooth
∗ (X;R),R) = S∗

smooth(X;R)

它是一个上链同伦等价。因此有 de Rham 上同调群 H∗
dR(X) 与 H∗(S∗

smooth(X;R))
的同构。并且我们断言含入链映射

Ssmooth∗ (X;R)→ S∗(X;R)

也是一个链同伦等价。因而它们的 Kronecker 对偶 S∗(X;R)→ S∗
smooth(X;R) 是一

个链同伦等价。因此，de Rham 定理实际上归结于这两个链同伦等价的证明。

1.5.1. 为了符号上的简洁，在之后 X 上同调群都用符号 H∗(X) 表示，如果强

调系数再明确指出，不加以区分 deRham 上同调和奇异上同调。
16σ : ∆q → X 光滑指的是 σ 可以延拓成某个包含 ∆q 的某开集到 X 的光滑函数。
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1.5.9 Künneth

Künneth 公式给出了我们如何通过单个空间的同调群来计算乘积空间同调群的

一个办法，即如何去计算 H∗(X × Y )。

1.5.10 (分次群的张量积). 分次群 A = {Ap : p ∈ Z} 以 B = {Bq : q ∈ Z}，
A⊗，A⊗B 也是一个分次群，定义为

(A⊗B)n =
⊕
p+q=n

(Ap ⊗Bq)

1.5.10 (Künneth 公式). 设 M,N 是紧的光滑流形，则有

H∗(M ×N) = H∗(M)⊗H∗(N)

1.5.9. 由于 T 2 = S1×S1，显然 H0(T 2) = H2(T 2) = R。关键在于计算 H1(T 2)，

根据 Künneth 公式有

H1(T 2) = (H0(S1)⊗H1(S1))⊕ (H1(S1)⊗H0(S1))

= (R⊗ R)⊕ (R⊗ R)

= R⊕ R

1.5.10

我们后面会发现，对于一个连续函数 f 来说，决定它的度对我们计算一些同调

群来说有时候发挥了决定性的作用，并且其等价的定义各种各样，在这一节中我们

先从微分同调的观点下来介绍，之后在介绍了相对同调群之后，我们再回过头来考

虑在代数拓扑中我们通常如何定义映射度。

设 f : M → N 是一个光滑映射，其中 M,N 可定向的紧致光滑流形，并且 N

是连通的。对任意 ω ∈ Ωn(N)，f 的度 deg(f) 定义为∫
M

f∗ω = deg(f)
∫
N

ω

deg(f) 的存在性可以通过下面的交换图得到：

Hn(N) Hn(M)

R R

f∗

deg(f)

而对于一个连续函数 f，想要定义 f 的度我们任取一个与其连续同伦的光滑函数 f̃，

定义 deg(f) := deg(f̃)，这种想法我们之前已经使用过。
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1.5.7. 对于映射度，我们有以下基本的结论

1. deg(idM ) = 1

2. deg(常值) = 0

3. deg(g ◦ f) = deg(g) deg(f)

4. 设 M 的连通分支为 M1, . . . ,Mn，则 deg(f) =
∑n

i=1 deg(f |Mi
)

那么我们给定一个光滑映射 f，该如何去定义其映射度呢？利用正则值以及指

数的相关性质，我们可以给出一个非常优美的计算公式，在此之前，我们先回顾相

关定义：

1.5.11 (正则值/正则点). 对于任意光滑流形间的光滑映射 f : Mm → Nn，

q ∈ N 被称为是 f 的正则值，如果 q 的原像是空集，或任取 p ∈ f−1(q)，有 Dpf =

TpM → TpN 是满秩，这样的 p 称为正则点。

1.5.12 (正则点的指数). 对于任意光滑流形间的光滑映射 f : Mn → Nn，取

p ∈M 是映射 f 的正则点，定义 f 在 p 处的指数为

indp(f) =

1, detDpf > 0

−1, detDpf < 0

1.5.8. 设 f : M → N 是一个光滑映射，其中 M,N 可定向的紧致光滑流形，

并且 N 是连通的，则对于任意正则值 q ∈ N，有

deg(f) =
∑

p∈f−1(q)

indp(f)

命题的证明极大的依赖于下面的正则值原像定理

1.5.11 (正则值原像定理). 假定 M,N 都是紧致的光滑流形，f 是光滑映射，

q ∈ N 是 f 的正则值，假定 {p1, . . . , pr} = f−1(q)，则存在 q 的开邻域 V 使得

f−1(V ) =
⋃r
i=1 Vi，其中 {Vi} 是互不相交的，且对每个 i 有 f |Vi

: Vi → V 是微分同

胚，pi ∈ Vi

下面给出定理的证明

证明. 由正则值原像定理，f−1(V ) =
⋃r
i=1 Vi。任取 ω ∈ Ωn(N)，使得 suppω ⊂ V

并且
∫
N
ω = 1，则 f∗ω ∈ Ωn(M)，其支撑集 supp(f∗ω) ⊂

⋃r
i=1 Vi，则

f∗ω =

r∑
i=1

ωi, suppωi ⊂ Vi
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则

deg(f) = deg(f)
∫
N

ω

=

∫
M

f∗ω

=

∫
M

r∑
i=1

ωi

=
r∑
i=1

∫
Vi

(f |Vi
)∗ω

=
r∑
i=1

indpi(f)
∫
V

ω

=
r∑
i=1

indpi(f)

1.5.15. 若 deg(f) 6= 0，则 f 是满射。

1.5.11 Poincaré−Hopf

一个和映射度紧密相关的定理就是有名的 Poincaré−Hopf 定理

1.5.12 (Poincaré-Hopf 定理). M 是 n 维紧致光滑流形，X 是 M 上的光滑向

量场，并且其零点集孤立，则 ∑
p

indp(X) = χ(M)

同样的，我们需要回顾一下向量场指数 indp(X) 的定义，任取以 p 点为中心的

局部坐标 (U,ϕ)，取 Bδ 是以原点为中心，δ 为半径的球，使得 Bδ ⊂ ϕ(U)，并且 X

在 U 上只有 p 一个零点，记 ξ = ϕ∗(X|U )，考虑映射

∂Bδ = Sn−1
δ → Sn−1

x 7→ ξ(x)

‖ξ(x)‖

则 X 在 p 点的度定义为这个映射的度。

1.5.10. 毛球定理实际上是 Poincaré−Hopf 定理的一个特殊情况。例如在 S2 时，

任何连续的向量场都一定存在零点，因为 χ(S2) = 2；然而对于奇数维的球面上则不

会出现这种情况，这是由于 Poincaré 对偶的推论告诉我们 χ(S2n+1) = 0。
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1.5.8. 对连续函数 f : Sn → Sn 的映射度 deg(f)，实际上还有下面的定义：考

虑 f 诱导的同调群同态，则

f∗ : Hn(S
n)→ Hn(S

n)

α 7→ deg(f)α

1.5.13 (Hopf 定理). 考虑 f, g : Sn → Sn，则 f 同伦于 g 当且仅当 deg(f) =
deg(g)。

1.6

1.6.1 (贴空间). 设 X,Y 是拓扑空间，A ↪→ X，以及 f : A → Y 是连续映

射，在无交并 X
∐
Y 中由 a ∼ f(a), a ∈ A 给出等价关系，则定义贴空间 X ∪f Y

为 X
∐
Y / ∼，称通过映射 f 把 X 贴到 Y 上。

1.6.1. Y ↪→ X ∪f Y，即 Y 可以自然地看成贴空间的子空间。

1.6.1. 一般来说，X 不能看成是贴空间 X ∪f Y 的子空间。

1.6.2 (贴胞腔). Dn = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1} 称为闭胞腔；D̊n = {x ∈ Rn | ‖x‖ <
1} 称为开胞腔，或简称为胞腔。任给连续映射 f : Sn−1 → X，则 X ∪f Sn−1 称为

在 X 上贴一个 n 胞腔。

1.6.1. Sn 可以看作是向单点集上贴一个 n− 1 胞腔。

1.6.2. T 2 可以看作是向单点集上贴两个 1 胞腔和一个 2 胞腔。

1.6.3. 对于子空间 A ↪→ X，商空间 X/A 可以看作是 X 通过 f : A → {pt} 贴

到单点集上去。

1.6.4 (X 上的锥形). X 上的锥形 CX 定义为

CX = X × [0, 1]/X × {1}

显然，对于任意空间 X，CX 可缩。

1.6.5 (双角锥). 对于拓扑空间 X，其双角锥
∑
X 定义为∑

X = CX/X × {0}

1.6.6. S1 的双角锥
∑
S1 = S2，更一般的，Sn =

∑
Sn−1 =

∑n
S0。

1.6.7 (映射柱). 对于拓扑空间之间的连续映射 f : X → Y，f 的映射柱 Zf 定

义为将 X × [0, 1] 通过映射 f : X × {0} → Y 贴到 Y 上去。
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1.6.8 (映射锥). 对于拓扑空间之间的连续映射 f : X → Y，f 的映射锥 Cf 定

义为

Cf = Zf/X × {1}

1.6.2. 映射柱与映射锥的一个想法在于，将对映射的研究转移为对空间的研究，

即将对映射 f 的研究转移为对映射柱和映射锥的研究。

1.6.9. 设 X 是多面体，X = X1 ∪ · · · ∪Xn，其中 Xi 是 X 的子多面体，并且任

取 i, j 有 Xi ∩Xj = x0 ∈ X，称为 X 是诸 Xi 的单点并，通常记作
∨n
i=1Xi，则有

H̃∗(X) =
n⊕
i=1

H̃∗(Xi)

映射锥 Cf 的一个好处在于，它存在一个自然的 Mayer-Vietoris 耦，并且这个

Mayer-Vietoris 耦的交是已知的：我们现在来描述这个耦，记

C+f = X × [
1

2
, 1]/X × {1}, C−f = X × [0,

1

2
] ∪f Y

则 {C+f, C−f} 构成了映射锥 Cf 的 Mayer-Vietoris 耦，并且 C+f ∩ C−f = X ×
{ 1
2
} ∼= X，因此：

1.6.1. 我们有如下的同调正合列

· · · → H̃q(X)
f∗−→ H̃q(Y )

i∗−→ H̃q(Cf)
∂∗−→ H̃q−1(X)→ . . .

证明. 考虑映射锥 Cf 的 Mayer-Vietoris耦 {C+f, C−f}，利用 Mayer-Vietoris序列
则有

· · · → H̃q(X)→ H̃q(C−f)⊕ H̃q(C+f)→ H̃q(Cf)→ H̃q−1(X)→ . . .

考虑到 C+f 可缩，C−f 收缩形变到 Y，则上面有上面正合列到下面序列的同构

· · · → H̃q(X)
f∗−→ H̃q(Y )

i∗−→ H̃q(Cf)
∂∗−→ H̃q−1(X)→ . . .

因而有想要证明的结果。

1.6.1. 设 A ⊂ X，则有下面的长正合列

· · · → H̃q(A)→ H̃q(X)→ H̃q(X ∪ CA)→ H̃q−1(A)→ . . .

证明. X ∪ CA 就是嵌入 i : A→ X 的映射锥。

1.6.2. 对于空间 X 的双角锥
∑
X，有同构

H̃q+1(
∑

X) ∼= H̃q(X)
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证明. 双角锥
∑
X 是点映射 X → {pt} 的映射锥，并且 H̃∗({pt}) = 0。

下面我们来考虑一种特殊的映射锥，并称这种操作为粘贴胞腔：假设有从 Dn 的

边缘 Sn−1 到空间 X 的映射 f : Sn−1 → X，由于 CSn−1 同胚于 Dn，因此映射锥

Cf 就是贴空间 X ∪f Dn，因此立刻有下面的推论

1.6.3. 对于 Dn ⊃ Sn−1 f−→ X，有

1. H̃q(X ∪f Dn) = H̃q(X)，当 q 6= n, n− 1 时。

2. 对于 q = n, n− 1 时，有正合列

0→ H̃n(X)→ H̃n(X∪fDn)
∂∗−→ H̃n−1(S

n−1)
f∗−→ H̃n−1(X)→ H̃n−1(X∪fDn)→ 0

证明. 因为当 q 6= n, n− 1 时，H̃q(S
n−1) 和 H̃q−1(X) 都平凡，因此根据定理 1.6.1，

有同构 H̃q(X ∪f Dn) = H̃q(X)。

1.6.3. 因此，对于粘贴一个 n 胞腔的结果，n 维同调群可能不变，也可能变成与

Z 作直和，这是因为

H̃n(X ∪f Dn)/H̃n(X) ∼= im ∂∗ ≤ Z

而 Z 的子群只有 0 和 Z；n− 1 维同调群可能不变，也可能变成以循环子群为核的

商群，这是因为

H̃n−1(X)/ im f∗ ∼= H̃n−1(X ∪f Dn)

并且 im f∗ 是一个循环子群。因此确定粘贴一个 n 胞腔的结果，确定 f∗ 的具体形式

是非常重要的，根据映射度的观点，确定映射 f 的度是非常关键的事情，决定了同

调群会如何改变。

1.6.10. 环面 T 2 = S1 × S1 可以看作是在 S1 ∨ S1 上再粘贴一个 2 胞腔，其粘

贴映射 f : S1 → S1 ∨ S1 是在两个 S1 上都正反各绕一圈，因此得到

0→ H2(S
1 ∨ S1)→ H2(T

2)→ Z 0−→ H1(S
1 ∨ S1)→ H1(T

2)→ 0

从而有

H2(T
2) = Z, H1(T

2) = Z⊕ Z, H0(T
2) = Z

更高维的同调群都为零。

1.6.11 (可定向的闭曲面的同调群). 双环面 T 2#T 2 可以看作是在 S1∨S1∨S1∨S1

上面再粘贴一个 2 胞腔
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根据可定向闭曲面的分类定理，任何一个可定向的闭曲面根据其亏格分类。一般的，

对于亏格为 g 的闭曲面，我们有如下的序列

0→ H2(S
1 ∨ · · · ∨ S1︸ ︷︷ ︸

2g个

)→ H2(T
2)→ Z 0−→ H1(S

1 ∨ · · · ∨ S1︸ ︷︷ ︸
2g个

)→ H1(T
2)→ 0

从而有

H2(Σg) = Z, H1(Σg) =

2g⊕
i=1

Z, H0(Σg) = Z

更高维的同调群都为零。

1.6.12 (不可定向的闭曲面的同调群). 根据不可定向闭曲面的分类定理，任何一

个不可定向的闭曲面都是射影平面 P2 的连通和，其多边形表示为 a1a1 . . . amam，从

而可以考虑将一个 2 胞腔通过映射 f : S1 →
∨
m S

1 黏到
∨
m S

1 上去，其简约同调

序列为

0→ H̃2(
∨
m

S1)→ H̃2(mP2)→ H̃1(S
1)

f∗−→ H̃1(
∨
m

S1)→ H̃1(mP2)→ 0

其中

H̃q(
∨
m

S1) =

Zm, q = 1

0, 其他

根据简约同调序列的正合性，我们有

H̃2(mP2) = ker f∗
H̃1(mP2) = coker f∗

注意到在绕 S1 一圈在 f 的映射下，由多边形表示可知其绕
∨
m S

1 中所有 S1 两圈，

因此

f∗(1) = (2, 2, . . . , 2)︸ ︷︷ ︸
m个

从而
H̃2(mP2) = ker f∗ = 0

H̃1(mP2) = coker f∗ = Zm/Z(2, . . . , 2) ∼= Zm−1 ⊕ Z2
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1.6.13 (复射影空间 CPn 的同调群). 在计算之前，我们先来回顾一下复射影空间

的等价定义：一般来说，CPn 通常定义为

CPn = Cn+1\{0}/C∗

为了方便看出其上的胞腔结构，我们不妨将 CPn 视作是 S2n+1 上每一族圆周中的

每一个粘合成一点得到的空间，可以显式的写成

CPn = S2n+1/{z ∼ eiθz, ∀θ ∈ R, ∀z ∈ S2n+1}

这是我们之后常用的做法，粘合映射记作 π(n) : S
2n+1 → CPn。更详细的来说：定义

r : Cn+1\{0} → S2n+1 如下

r(z) =
z

‖z‖
, z ∈ Cn+1\{0}

那么我们定义
f : CPn → S2n+1/S1

[z] 7→ [r(z)]S1

我们来验证这是一个良好定义的映射：假设 z, z′ 在 CPn 中代表相同的元素，即

z = λz′, λ ∈ C∗，那么

r(z) =
z

‖z‖
=

λz′

|λ|‖z′‖
=

λ

|λ|
r(z′)

因此 [r(z)]S1 = [r(z′)]S1，即映射是良定的；下面证明映射 f 实际上是一个同胚，因

此从拓扑上来看 CPn 与 S2n+1/S1 同胚。先证明单射：如果 [r(z)]S1 = [r(z′)]S1，那

么
z

‖z‖
= λ

z′

‖z′‖
=⇒ z =

λ‖z‖
‖z′‖

z′

因此 [z] = [z′]，即 f 是一个单射；另一方面，任取 [x]S1 ∈ S2n+1/S1，选取其一个

代表元 x，那么 x ∈ Cn+1\{0}，并且 r(x) = x，因此 f([x]) = [r(x)]S1 = [x]S1，即

f 也是满射。关于 f 的连续性，我们在这里省略。

根据第二种看法，很容易得到第三种看法，如果我们将D2n 与 {(z′,
√

1− ‖z′‖2) ∈
Cn × C | z′ ∈ D2n} ⊂ S2n+1 视作同胚，那么当 zn 6= 0 时，每一个圆周 {eiθz} 与

D2n 只交于一点，因此

CPn = D2n/{z′ ∼ θiθz′, ∀θ ∈ R, ∀z′ ∈ S2n−1}

从第三种定义来看，可以直接的得到 CPn 的胞腔结构，就是 CPn−1 上粘贴一

个 D2n 得到，粘贴映射正好是 π(n−1) : S
2n−1 → CPn−1。

利用这个胞腔结构，以及推论 1.6.3，我们可以通过归纳法证明：

Hq(CPk) =

Z, q是偶数且 q ≤ 2k

0, 其他
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当 k = 1 时，我们有

Hq(CP1) = Hq(S
2) =

Z, q = 0, 2

0, 其他

假设当 k < n 时都成立，当 k = n 时，由于 CPn 是 CPn−1 通过映射 π(n−1) :

S2n−1 → CPn−1 贴一个 D2n 得到的，则根据推论 1.6.3，当 q 6= 2n, 2n− 1 时，有

Hq(CPn) = Hq(CPn−1) =

Z, q是偶数且 q ≤ 2n− 2

0, 其他

而当 q = 2n, 2n− 1 时，考虑正合列：

0→ H̃2n(CPn−1)→ H̃2n(CPn)→ H̃2n−1(S
2n−1)→ H̃2n−1(CPn−1)→ H̃2n−1(CPn)→ 0

有
H̃2n(CPn) ∼= H̃2n−1(S

2n−1) ∼= Z

H̃2n−1(CPn) ∼= 0

1.6.14 (透镜空间). 设 p, q 是互素的自然数，则存在整数 s, t 使得

det
(
s p

t q

)
= 1

取两个实心环 V1, V2，它们的表面记作 T 2
1 , T

2
2 ，定义一个同胚映射

h : T 2
1 → T 2

2

(eiθ, eiϕ) 7→ (ei(sθ+pϕ), ei(tθ+qϕ))

它把 V1 的经圈变成 V2 的 (p, q) 曲线。通过同胚 h 把 V1, V2 的表面粘合起来得到的

空间 V1 ∪h V2 称为透镜空间 L(p, q)。想要得到透镜空间 L(p, q) 的胞腔结构，我们

首先在 V2 上贴一个 2-胞腔，考虑：

f : S1 → V2

eiϕ 7→ (eipϕ, eiqϕ)

从而有正合列

0→ H̃2(V2)→ H̃2(V2 ∪f D2)→ H̃1(S
1)

f∗−→ H̃1(V2)→ H̃1(V2 ∪f D2)→ 0

如果把 V2 的纬线 S1 × 1 视作 V2 的强形变收缩核，则上述正合列实际上变成

0→ 0→ H̃2(V2 ∪f D2)→ Z p−→ Z→ H̃1(V2 ∪f D2)→ 0
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从而

H̃q(V2 ∪f D2) =


0, p ≥ 2

Z/pZ, p = 1

Z, p = 0

再在 V2 ∪f D2 上贴一个 3-胞腔，得到透镜空间 L(p, q)，从而

H̃1(L(p, q)) = H̃q(V2 ∪f D2) = Z/pZ

以及正合列

0→ H̃3(V2 ∪f D2)→ H̃3(L(p, q))→ H̃2(S
2)→ H̃2(V2 ∪f D2)→ H̃2(L(p, q))→ 0

因此有 H̃3(L(p, q)) = Z, H̃2(L(p, q)) = 0，从而

Hk(L(p, q)) =


Z, k = 0, 3

Z/pZ, k = 1

0, 其他

2

2.1

2.1.1 (拓扑空间偶). 一个拓扑空间 X 与它的一个子空间 A 放在一起，称为一

个拓扑空间偶 (X,A)。

2.1.2 (空间偶的映射). 拓扑空间偶之间的映射 f : (X,A) → (Y,B) 指的是

f : X → Y 满足 f(A) ⊂ B。

2.1.3 (空间偶的同伦). 空间偶映射的同伦 f ' g : (X,A) → (Y,B) 指的是联

结 f, g 的同伦 (X × I, A× I)→ (Y,B)。

现在观察空间偶 (X,A)，则对任意的 q，我们有 Sq(A) ⊂ Sq(X)，则定义空间偶

的 q 维奇异链群为

2.1.4 (空间偶的奇异链). 空间偶 (X,A) 的 q 维奇异链群定义为商群

Sq(X,A) := Sq(X)/Sq(A)

注意到边缘态射 ∂q : Sq(A) → Sq−1(A)，那么其诱导了空间偶的奇异链群之间

的态射，并且作用两次仍为零，那么：
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2.1.5 (空间偶的相对奇异链复形). 空间偶 (X,A) 的相对奇异链复形定义为

S∗(X,A) := {Sq(X,A), ∂q}

2.1.6 (空间偶的相对奇异同调群). 空间偶 (X,A) 的相对奇异同调群

H∗(X,A) := H∗(S∗(X,A))

2.1.7 (相对同调的同态). 设 f : (X,A) → (Y,B) 是空间偶的映射，链映

射 f# : S∗(X) → S∗(Y ) 把子复形 S∗(A) 映入 S∗(B)，则诱导了相对链映射 f# :

S∗(X,A) → S∗(Y,B)，而相对同调的同态 f∗ : H∗(X,A) → H∗(Y,B) 指的是这个相

对链映射诱导的同调群同态。

2.1.1. 自然的，如果两个空间偶映射 f, g 同伦，则诱导的相对同调的同态 f∗, g∗

也相同。同样地，如果两个空间偶有着相同的伦型，则它们有着相同的相对同调群。

对于空间偶来说，显然我们下面的短正合列

0→ S∗(A)→ S∗(X)→ S∗(X,A)→ 0

所以我们有下面的定理

2.1.1 (空间偶的同调序列). 设 (X,A) 是空间偶，则有正合同调序列

. . .
∂∗−→ Hq(A)

i∗−→ Hq(X)
j∗−→ Hq(X,A)

∂∗−→ Hq−1(A)
i∗−→ . . .

2.1.2. 与单个空间不同的是，对于空间偶的简约同调群没有给出任何新鲜的东西，

这是因为

S∗(X)/S∗(A) = S̃∗(X)/S̃∗(A)

完全相同，因此

. . .
∂∗−→ H̃q(A)

i∗−→ H̃q(X)
j∗−→ Hq(X,A)

∂∗−→ H̃q−1(A)
i∗−→ . . .

2.1.3. 我们仔细探究一下边缘同态

∂∗ : Hq(X,A)→ Hq−1(A)

任取相对闭链 z ∈ Zq(X,A) 是 [z] ∈ Hq(X,A) 的代表元，则 z 也可以看作是 X 上的

链，并且满足 ∂Xz ∈ A，并且 ∂Xz ∈ Zq−1(A)，这是因为 ∂A(∂Xz) = ∂X(∂Xz) = 0，

根据 ∂∗ 的定义实际上

∂∗([z]) = [∂Xz]

2.1.1. 设 x0 是空间 X 中的一个点，则 H∗(X,x0) ∼= H̃∗(X)。

2.1.2. 相对同调群

Hq(D
n, Sn−1) ∼= H̃q−1(S

n−1) =

Z, q = n

0, q 6= n
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2.2

2.2.1. 设 X1, X2 是 X 的子空间，则 {X1, X2} 是 Mayer-Vietoris 耦的充要条

件是含入映射 i : (X1, X1 ∩X2)→ (X1 ∪X2, X2) 诱导了相对同调群的同构

i∗ : H∗(X1, X1 ∩X2)
∼=−→ H∗(X1 ∪X2, X2)

证明. 注意到
S∗(X1) + S∗(X2)

S∗(X2)
=

S∗(X1)

S∗(X1) ∩ S∗(X2)
=

S∗(X1)

S∗(X1 ∩X2)
= S∗(X1, X1 ∩X2)

在链复形偶 (S∗(X1) + S∗(X2), S∗(X2)) 的正合同调序列中做上述替换，即替换

Hq((S∗(X1)+S∗(X2), S∗(X2))) = Hq((S∗(X1), S∗(X1)∩S∗(X2))) = Hq(X1, X1∩X2)

从而得到

. . . Hq(X2) Hq(S∗(X1) + S∗(X2)) Hq(X1, X1 ∩X2) Hq(X2) . . .

. . . Hq(X2) Hq(X1 ∪X2) Hq(X1 ∪X2, X2) Hq(X2) . . .

再利用五引理即可。

2.2.1 (切除定理). 设 (X,A) 是空间偶，子集 W ⊂ A 满足 W ⊂ intA，则含

入映射 i : (X\W,A\W )→ (X,A) 诱导了相对同调群的同构

i∗ : H∗(X −W,A−W )
∼=−→ H∗(X,A)

证明. 设 X1 = X\W,X2 = A，则 X̊1 ∪ X̊2 = X，则 {X1, X2} 是 X 的是 Mayer-
Vietoris 耦。

下面的定理揭示了相对同调群与绝对同调群的关系

2.2.2. 设 (X,A) 是空间偶，A 非空，则

H∗(X,A) ∼= H̃∗(X ∪ CA)

证明. 由于 CA 可缩，观察空间偶 (X ∪ CA,CA) 则有

H∗(X ∪ CA,CA) ∼= H̃∗(X ∪ CA)

再利用切除定理切除上半锥 W = (A× [ 1
2
, 1])/(A×{1})，切除后的空间以 (X,A) 为

收缩形变核，因此

H∗(X ∪ CA,CA) ∼= H∗(X,A)
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2.2.1. 计算以下 H∗(X,A)

1. X = S2，A 是赤道；

2. X 是 Möbius 带，A 是其边缘。

证明.（1）直接根据空间偶的同调序列，我们有：

0→ H̃2(A)→ H̃2(X)→ H2(X,A)→ H̃1(A)→ H̃1(X)→ H1(X,A)→ H̃0(A) = 0

利用 S2 和 S1 的同调信息可以直接得到

Hq(X,A) =

Z⊕ Z, q = 2

0, 其他

2.2.1. 在之后我们马上要介绍到好配对，实际上 (X,A) 构成了一个好配对，此

时 Hq(X,A) = H̃q(X/A)，并且注意到 X/A 是两个 S2 的单点并，从而得到同样的

结果。

（2）同样我们导出空间偶的同调序列：

0 = H̃2(X)→ H2(X,A)→ H̃1(A)
i∗−→ H̃1(X)→ H1(X,A)→ H̃0(A) = 0

由于此时 H̃1(A) = Z, H̃2(X) = 0，那么 i∗ 的具体形式就变得至关重要：根据Möbius
带的几何特点，绕边缘总一圈时绕中心线走了两圈，因此 i∗ 实际上是一个乘 2映射，

从而：

H̃q(X,A) =

Z/2Z, q = 1

0, 其他

2.2.2. 试举出空间偶 (X,A), (Y,B)，使得 X ' Y,A ' B，但是 H∗(X,A) 6∼=
H∗(X,B)

证明. 考虑 X = Y 以及 A = {x1}, B = {x2}，x1 ∈ C1, x2 ∈ C2，其中 C1, C2 是两

个有着不同同调群的连通分支，根据简约同调与相对同调的关系，我们有

H∗(X, {x1}) = H∗(C2)⊕ H̃∗(C1)

H∗(X, {x2}) = H∗(C1)⊕ H̃∗(C2)

2.2.3. 设 F 是紧致带边曲面，B 是边缘，试根据带边曲面的拓扑分类定理计

算相对同调群 H∗(F,B)
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证明. 根据紧带边曲面的分类定理，它一定同胚与某个紧闭曲面挖去有限个闭包相
互分离的开圆盘，而根据闭曲面分类定理，紧闭曲面一定同胚于 Σg 或者 mP2，从

而只有下面的两种情况：

1. F 同胚于 Σg 挖去 n 个闭包相互分离的开圆盘；

2. F 同胚于 mP2 挖去 n 个闭包相互分离的开圆盘。

先来考虑第一种情况：记挖去的圆盘为 {Vi}ni=1，从而有空间偶的嵌入

i : (F,B)→ (Σg,
n∐
i=1

Vi)

如果我们令 X1 = F,X2 =
∐n
i=1 Vi，从而 X1 ∪X2 = Σg, X1 ∩X2 =

∐n
i=1 ∂Vi，并且

X1 ∩X2 是一些开圆盘的收缩形变核，从而 {X1, X2} 构成了 Σg 的 Mayer-Vietoris
耦，从而

H∗(F,B) ∼= H∗(Σg,
n∐
i=1

Vi)

根据空间偶的同调序列，我们有

0→ H̃2(Σg)→ H̃2(F,B)→ H̃1(
n∐
i=1

Vi)→ H̃1(Σg)→ H̃1(F,B)→ H̃0(
n∐
i=1

Vi)→ H̃0(Σg)→ H0(F,B)→ 0

从而有

Hq(F,B) =


Z, q = 2

Z2g+n−1, q = 1

0, 其他

对于第二种情况，分析办法与上面相同，在此不再赘述，而将结果罗列如下：

Hq(F,B) =

Z2 ⊕ Zm+n−2, q = 1

0, 其他

2.3

2.3.1 (空间三元组). 一个拓扑空间 X 与它的两个子空间 B ⊂ A 放在一起，称

为一个空间三元组 (X,A,B)

2.3.2. 空间三元组之间的映射 f : (X,A,B)→ (X ′, A′, B′) 指的是 f : X → X ′

满足 f(A) ⊂ A′, f(B) ⊂ B′。
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对于空间三元组 (X,A,B)，我们总是有下面的短正合列

0→ S∗(A,B)
i#−→ S∗(X,B)

j#−→ S∗(X,A)→ 0

则我们有

2.3.1 (三元组的同调序列). 设 (X,A,B) 是空间三元组，则有正合同调序列

. . .
∂∗−→ Hq(A,B)

i∗−→ Hq(X,B)
j∗−→ Hq(X,A)

∂∗−→ Hq−1(A,B)
i∗−→ . . .

2.3.2 (同调序列的自然性). 设 f : (X,A,B)→ (X ′, A′, B′) 是空间三元组的映

射，则有下面的交换图表

. . . Hq(A,B) Hq(X,B) Hq(X,A) Hq−1(A,B) . . .

. . . Hq(A
′, B′) Hq(X

′, B′) Hq(X
′, A′) Hq−1(A

′, B′) . . .

2.3.3. 三元组 (X,A,B) 相对同调长正合列中的边缘同态 ∂∗ 有分解：对于任

意 C ⊂ B，有

Hq(X,A)
∂∗−→ Hq−1(A,C)

j∗−→ Hq−1(A,B)

其中 j∗ 是由含入映射 j : (A,C)→ (A,B) 诱导的。

证明. 含入映射 j : (X,A,C)→ (X,A,B) 给我们了如下的交换图表

. . . Hq(A,C) Hq(X,C) Hq(X,A) Hq−1(A,C) . . .

. . . Hq(A,B) Hq(X,B) Hq(X,A) Hq−1(A,B) . . .

i∗

j∗

j∗

j∗

∂∗

j∗ j∗

i∗ j∗ ∂∗

而右边方块的交换性就是我们需要的分解。

2.4

给定空间偶 (X,A)，我们已经见识到了相对同调群 H∗(X,A) 的一些性质，例如

推论 2.2.1 以及定理 2.2.2，但更有趣的是，如果我们取非常好的空间偶 (X,A)，其

相对同调群将会反应出商空间 X/A 的同调信息，这是一种非常好的计算办法。

2.4.1 (好配对). (X,A) 是空间偶，A 闭且 A 有开邻域 V 使得其以 A 为强形

变收缩核，则 (X,A) 称为一个好配对。

2.4.1. 设 (X,A) 是一个好配对，则有同调群的同构

H∗(X,A) ∼= H∗(X/A,A/A) ∼= H̃∗(X/A)
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证明. 取 V 是 A 的开邻域使得 V 强形变收缩到 A，则空间偶 (V,A) 强形变收缩到

(A,A)，从而有同构

H∗(V,A) ∼= H∗(A,A)

而后者是平凡群。写出 (X,V,A) 的同调正合序列，由于 H∗(X,A) ∼= H∗(X,V )，观

察下面的交换图：

H∗(X,A) H∗(X,V ) H∗(X\A, V \A)

H∗(X/A,A/A) H∗(X/A, V /A) H∗(X/A\A/A, V /A\A/A)

∼=
∼=

∼=
∼=

∼=

根据已有的同构关系可知 H∗(X,A)→ H∗(X/A,A/A) 是同构。

2.4.1. 设 (X,A) 是好配对，则有长正合列

· · · → H̃q(A)
i∗−→ H̃q(X)

j∗−→ H̃q(X/A)
∂−→ H̃q−1(A)→ . . .

其中 i : A→ X 是嵌入，j : X → X/A 是商映射。

证明. 将注 2.1.2 中的 H∗(X,A) 换成 H̃∗(X/A) 即可。

2.4.2 (相对同胚). 空间偶的映射 f : (X,A) → (Y,B) 如果满足 f 是 X/A 到

Y /B 的同胚，则称 f 是相对同胚。

2.4.2. 设 (X,A), (Y,B) 是好配对，f : (X,A)→ (Y,B) 是相对同胚，则 f 诱

导同构

f∗ : H∗(X,A)→ H∗(Y,B)

证明.
H∗(X,A) ∼= H∗(X/A) ∼= H∗(Y /B) ∼= H∗(Y,B)

2.5

相对同调除了能够帮助我们计算一些商空间的同调群以外，它的另外一个作用

就是将局部与整体联系起来，例如对一个拓扑空间 X 以及一个固定的点 x ∈ X，利

用切割定理我们有

H∗(X,X\{x}) ∼= H∗(U,U\{x})

其中 U 是任意一个包含 x 的开邻域，这说明 H∗(X,X\{x}) 只计算了 x 局部附近

的同调信息。如果拓扑空间 X 的局部信息足够好，例如 X 是一个 n 维流形，那么
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任意 x ∈ X 都存在一个同胚于 Rn 的开邻域，那么

Hq(X,X\{x}) = Hq(Rn,Rn\{0}) =

0, q 6= n

Z, q = n

注意到 Z 有两种生成元，1 与 −1，这实际上对应了 X 在 x 处的两种局部的定向，

之后我们会不断深刻的理解，“定向是同调群的一个生成元” 这种观点。

2.5.1

我们先看一下如何在 Rn 上给出一个标准定向，即下面我们尝试构造出Hn(Rn,Rn\{0})
的一个生成元，并把它称为 Rn 的一个标准定向。

考虑单形 αn : ∆n → Rn，定义为

αn :



e0 7→ (−1,−1, . . . ,−1)

e1 7→ (1, 0, . . . , 0)
...

en 7→ (0, 0, . . . , 1)

我们断言 αn 是 (Rn,Rn\{0}) 的相对闭链，且代表 Hn(Rn,Rn\{0}) 中的一个生成

元，称 [αn] 为 Rn 的标准定向，记为 En

由于流形在局部上同胚于 Rn，因此通过局部坐标卡，自然地可以将 Rn 上的标

准定向，通过拉回得到流形上的局部定向：

设 M 是 n 维流形，φ : (U, x) → (Rn, 0) 是局部坐标卡，那么局部坐标卡 φ 诱

导了同构 φ∗ : Hn(U,U\{x})→ Hn(Rn,Rn\{0})，则 φ−1
∗ (En) 称为 x ∈M 处由局部

坐标卡 (U, φ) 决定的定向。

2.5.1. 然而在学习微分拓扑时，也存在定向理论：一个流形是可定向的，如果存

在一个图册，任取 (U,ϕ), (V, ψ) 是其中的两个坐标卡，以及 p ∈ U ∩V，满足 ϕ◦ψ−1

在 ψ(p) 的 Jacobi 矩阵的行列式恒为正或恒为负。而下面的命题解释了代数拓扑与

微分拓扑中定向的关联：

2.5.1. f : (Rn, a)→ (Rn, b) 是光滑同胚，Jf (a) 非退化，对于

f∗ : Hn(Rn,Rn\{a})→ Hn(Rn,Rn\{b})

当 det Jf (a) > 0 时，f∗(En) = En，当 det Jf (a) < 0 时，f∗(En) = −En

因此如果在每一处的转移函数 ϕ ◦ ψ−1 的 Jacobi 矩阵的行列式同号，那么流形

每一处的局部定向在转移函数的变换下都是兼容的，从而我们可以得到流形整体的

定向，这与微分拓扑中的流形可定向是融洽的。
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2.5.1 (球体（胞腔）的定向). 球体 Dn 的一个定向，是指 Hn(D
n, Sn−1) ∼=

Hn(Rn,Rn\{0}) = Z 的一个生成元；球体 Dn 的标准定向，是指 Rn 的标准定

向 En 在上述同构下的原像。

2.5.2 (球面的定向). 球面 Sn−1 的一个定向，是指 H̃n−1(S
n−1) = Z 的一个生成

元。取定了定向的球面称为有向球面。

2.5.2. 我们之所以这么定义球面的定向，是因为任取 x ∈ Sn−1，x 处的局部定向

为 Hn−1(S
n−1, Sn−1\{x})，但由于 Sn−1\{x} 可缩以及相对同调群与简约同调群的

关系，我们有

H̃n−1(S
n−1) ∼= Hn−1(S

n−1, Sn−1\{x})

从而 Sn−1 任何一个点处的局部定向都可以给出一个整体的定向。

2.5.2

在代数拓扑中，我们通常只会用到有向球面之间的映射 f : Sn → Sn 的映射度，

这实际上和之后的黏贴胞腔的操作有关。

2.5.1. 设 Sn1 和 Sn2 是两个有向球面，其定向分别用 [Sn1 ], [S
n
2 ] 来记，f : Sn1 → Sn2

是连续函数，则 deg f 由

f∗([S
n
1 ]) = deg(f)[Sn2 ]

规定的整数给出。

定义 2.5.1 中给出的映射 f 的映射度与微分同调观点意义下的本质上是一样的，

因此我们可以将命题 1.5.8 中叙述的计算映射度的方法直接搬到这里，如下陈述：

2.5.2. 设 f : S1 → S1 光滑，则对任意 f 的正则值 y ∈ S1，我们有

deg f =
∑

x∈f−1(y)

sgn det Jf (x)

3

3.1

3.1.1 (胞腔). 拓扑空间 X 称为一个 q 维闭胞腔，如果它同胚于 q 维实心球

Dq；其称为一个 q 胞腔，如果它同胚于 q 维开实心球 IntDq := Dq\Sq−1

3.1.2 (胞腔剖分). 设 X 是一个 Hausdorff 空间，E ⊂ 2X，其中 2X 是 X 的

子空间族。X 上的一个胞腔剖分指的是 E 满足

1. X =
∐
eqi∈E e

q
i；
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2. 每一个 eqi 都是一个 q 胞腔，其中 q 称为 eqi 的维数；对每一个 eqi ∈ E，都存

在一个连续映射 ϕqi 使得

ϕqi : D
q → X

满足 ϕqi 是 IntDq 到 eqi 的同胚，ϕqi 称为是 eqi 的特征映射；

3. 胞腔 eqi 的边缘 ėqi := eqi \e
q
i 的每一点都属于低于 q 维的胞腔；

4. 闭包有限：每个 e ∈ E，e 只与 E 中有限个胞腔相交。

5. 弱拓扑：A ⊂ X 闭当且仅当对每个 e ∈ E 有 A ∩ e 是 e 中的闭集。

简记为 (X, E) 是一个胞腔复形，或者 X 是一个胞腔复形，或 E 是 X 的一个胞腔

剖分。

3.1.1. 若 X 是有限胞腔复形，则定义中的 4, 5 冗余，因此为了避免无穷带来的

技术上的麻烦，今后讨论的胞腔复形，或者叫胞腔复形，都是有限的，常用 X 来记。

3.1.3 (骨架). 记 Xk =
⋃
q≤k e

q
i 为维数小于等于 k 的全体胞腔的并集，称为

X 的 k 维骨架。

3.1.1. 对于胞腔复形，我们有以下事实

1. 对于特征映射 ϕqi : D
q → X，我们有 ϕqi (D

q) = eqi

2. X 是紧的当且仅当 E 有限。

3.1.4 (子复形). 记 X ′ =
⋃
e∈E′ e，其中 E ′ ⊂ E，称 (X ′, E ′) 是 (X, E) 的子复

形，如果 E ′ 形成了 X ′ 的胞腔结构。

3.1.2. 下面命题等价

1. (X ′, E ′) 是子复形；

2. X ′ 是闭集；

3. 对每个 e ∈ E ′ 满足 e 包含在 E ′ 的胞腔的并中；

4. 对每个 e ∈ E ′ 有 e ∈ X ′

利用上述命题我们可以给出子复形的一个等价定义：

3.1.5 (子复形的另一定义). 对于胞腔复形 X，设 A ⊂ X，A 闭且 A 是 X 中

若干胞腔的并，则 A 是 X 的子复形。

3.1.1. n 维骨架 Xn 是子复形。
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3.1.6 (胞腔复形的维数). 若有 n 使得 Xn = X，则最小的这样的 n 称为 X

的维数。

3.1.7 (胞腔复形的等价定义). 设 X 是 Hausdorff 空间，一族闭子空间 ∅ =

X−1 ⊂ X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xn ⊂ . . . 使得 X =
⋃
n≥0X

n，其中 X0 是 X 的离散点

集，且 Xq 是把一些 q 胞腔粘贴到 Xq−1 上得到的，更详细地说，记

ϕq :
∐
i∈Λq

Dq
i ⊃

∐
i∈Λq

Sq−1
i → Xq−1

则

Xq = (
∐
i∈Λq

Dq
i ) ∪φq Xq−1

其中对每个 i ∈ Λq，映射 ϕqi : Dq
i → Xq−1 是特征映射；并且满足弱拓扑条件，即

A ⊂ X 闭当且仅当对每个 q 有 A ∩Xq 是 Xq 的闭集。

3.1.1. 对 n 维球面 Sn 来说，X0 = · · · = Xn−1 = {pt}，Xn = Dn ∪f X0, 其中

Dn ⊃ Sn−1 f−→ {pt}。

3.1.2. 对于环面 T 2 来说，X0 = {pt}, X1 =
∨

2 S
1, X2 = D2 ∪f X1，如果将 D2

看成 4 边形，
∨

2 S
1 的两个 S1 分别以 a, b 来记，则 f 将 D2 粘贴在

∨
2 S

1 上的方

式为 aba−1b−1。

3.1.3. 对于亏格为 g 的有向闭曲面 T g 来说，X0 = {pt}, X1 =
∨

2g S
1, X2 =

D2∪fX1，如果将D2 看成 4g 边形，则D2 ⊃ S1 f−→
∨

2g S
1 为 a1b1a

−1
1 b−1

1 . . . agbga
−1
g b−1

g 。

3.1.4. 对于实射影空间 RPn，我们可以将其看作是 Sn 商掉对径点，圆盘 Dn 将

边界 Sn−1 对径点相粘贴，而 Sn−1 将对径点相粘贴则就是 RPn−1，因此可以看出

RPn 的胞腔复形结构为 RPn = Dn ∪πn−1
RPn−1，其中 πn−1 : Sn−1 → RPn−1 为对

径映射，因此

RPn = e0 ∪ e1 ∪ · · · ∪ en

3.1.5. 根据例 1.6.13，我们可以看出复射影空间 CPn 的胞腔复形结构为

CPn = e0 ∪ e2 ∪ e4 ∪ · · · ∪ e2n

3.1.8 (胞腔偶). 空间偶 (X,A) 被称为一个胞腔偶，如果 X 是胞腔复形，A 是

X 的子复形。

3.1.9 (胞腔映射). f : (X,A)→ (Y,B) 是一个空间偶的映射，而 (X,A), (Y,B)

都是胞腔偶，满足 f(Xk) ⊂ Y k，则称 f 是一个胞腔映射。

3.1.3. 给定胞腔偶 (X,A), (Y,B) 以及空间偶映射 f : (X,A) → (Y,B)，都存

在胞腔映射 g : (X,A)→ (Y,B) 使得 f ' g : (X,A)→ (Y,B)，称 g 为 f 的胞腔逼

近。
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3.1.4. 胞腔偶 (X,A) 是一个好配对。

3.1.2. 由于胞腔偶给我们提供了大量的好配对的例子，因此这也是胞腔复形重要

的一个原因。

3.1.1.

Hq(X
n, Xn−1) =

0, q 6= n⊕
Λn

Z, q = n

即 Hn(X
n, Xn−1) 是自由阿贝尔群，每一个 n 胞腔对应了它的一个生成元。

证明. 注意到 Xn/Xn−1 是 n 个 Sn 的单点并，因此

Hq(X
n, Xn−1) = H̃q(X

n/Xn−1) = H̃q(
∨
i∈Λq

Sni ) =
⊕
i∈Λq

H̃q(S
n) =

0, q 6= n⊕
Λn

Z, q = n

3.1.2.

Hq(X
k) =

0, q > k

Hq(X), q < k

证明. 考虑空间偶 (Xk, Xk−1) 的相对同调序列

· · · → Hq+1(X
k, Xk−1)

∂∗−→ Hq(X
k−1)

i∗−→ Hq(X
k)→ Hq(X

k, Xk−1)→ . . .

因此当 q 6= k, k−1，左右两端都为零，从而 Hq(X
k−1) ∼= Hq(X

k)。观察 X0 ⊂ X1 ⊂
X2 ⊂ . . . 诱导的同调群序列

Hq(X
0)→ Hq(X

1)→ Hq(X
2)→ · · · → Hq(X

k−1)→ Hq(X
k)

因此当 q > k 时，

Hq(X
k) ∼= Hq(X

k−1) ∼= . . . ∼= Hq(X
0) = 0

而当 q < k 时，

Hq(X
k) ∼= Hq(X

k+1) ∼= . . . ∼= Hq(X
n) = Hq(X)

有了上面的两个引理，我们则可以建立胞腔同调下面关键的结果：

3.1.10 (胞腔链群). 记 Cq(X) = Hq(X
q, Xq−1)，称为 X 的 q 维胞腔链群，定

义 ∂q : Cq(X) → Cq−1(X) 为空间三元组 (Xq, Xq−1, Xq−2) 的相对同调序列中的连

接同态 ∂∗，即

∂∗ : Hq(X
q, Xq−1)

∂∗−→ Hq−1(X
q−1, Xq−2)
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3.1.1. {Cq(X), ∂q} 是链复形，记为 C∗(X)。

证明. 我们只需要验证，∂q ◦ ∂q+1 = 0，考虑下面的交换图：

Hq+1(X
q+1, Xq)

Hq(X
q) Hq(X

q, Xq−1) Hq−1(X
q−1)

Hq−1(X
q−1, Xq−2)

∂∗
∂q+1

j∗ ∂∗

∂q
i∗

由于中间的横行是正合列，因此有我们期待的结论。

3.1.2. 设 X 是胞腔复形，则有同构 H∗(C∗(X)) ∼= H∗(X)。

证明. 所有的叙述中提到的符号都在证明结尾处的交换图表中出现：由于胞腔同调
的性质，我们有 Hq(X

q−1) 和 Hq−1(X
q−2) 都是平凡群，因此根据正合性有出现的

两个 j∗ 都是单射；根据定义，我们有 Cq = Hq(X
q, Xq−1)，因此 Cq 中的闭链为

ker ∂q = ker j∗ ◦ ∂∗，由于 j∗ 是单射因此 Zq(Cq) = ker ∂∗ = im j∗，因此 Zq(Cq) 和

Hq(X
q) 是同构。下面考虑 im ∂q+1，由于 j−1

∗ (im ∂q+1) = im ∂∗ = ker i∗，而由于
Hq(X

q) = Hq(X
q+1)，因此 i∗ 的核平凡，从而：

Hq(Cq(X)) =
ker ∂q

im ∂q+1

=
Hq(X

q)

ker i∗
= Hq(X

q) = Hq(X
q+1) = Hq(X)

Hq+1(X
q+1, Xq) Hq−1(X

q−2) = 0

0 = Hq(X
q−1) Hq(X

q) Hq(X
q, Xq−1) Hq−1(X

q−1)

Hq(X
q+1) Hq−1(X

q−1, Xq−2)

0 = Hq(X
q+1, Xq)

∂q+1
∂∗ i∗

i∗ j∗

i∗

∂∗

∂q
j∗

j∗

3.1.3. 观察上述证明，同构 Θ : Hq(Cq(X)) → Hq(X) 实际上由 i∗j
−1
∗ 给出，其

中

Hq(X) = Hq(X
q+1)

i∗←− Hq(X
q)

j∗−→ Hq(X
q, Xq−1)

3.1.11 (胞腔链映射). 设 X,Y 是胞腔复形，f : X → Y 是胞腔映射，则

fCq : Cq(X)→ Cq(Y ) 定义为

f∗ : Hq(X
q, Xq−1)→ Hq(Y

q, Y q−1)
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3.1.5. fC# = {fCq } : C∗(X)→ C∗(Y ) 是链映射。

证明. 为了验证 fC# 是链映射，根据定义 Cq = Hq(X
q, Xq−1)，实际上需要验证下图

的交换性：

Hq(X
q, Xq−1) Hq−1(X

q−1, Xq−2)

Hq(Y
q, Y q−1) Hq−1(Y

q−1, Y q−2)

∂∗

f∗ f∗

∂∗

而上图的交换性是由同调序列的自然性导致的。

3.1.3. 我们有交换图表：

H∗(C∗(X)) H∗(C∗(Y ))

H∗(X) H∗(Y )

fC
∗

Θ Θ

f∗

证明. 根据注 2.4.1 以及奇异同调的自然性，可知我们构造的同构 Θ 也具有自然

性。

3.1.2. 设 X 是胞腔复形，则

1. Hq(X) 是有限生成阿贝尔群，并且若 X 有 Λq 个 q 胞腔，则 Hq(X) 至多有

Λq 个生成元；

2. Hq(X) = 0，若 X 没有 q 胞腔；

3. 若每相邻的维数中，必有一个维数没有胞腔，则 Hq(X) = Cq(X) =
⊕

Λq
Z

证明. 对于 (1)，由于 Hq(X) ∼= Hq(C∗(X)) = Zq(Cq(X))/Bq(Cq(X))，而 Cq(X) 只

有 Λq 个生成元，因此 Hq(X) 是有限生成的，并且至多有 Λq 个生成元；(2) 显然是

(1) 的直接推论；

对于（3），考虑 Hq(X)，如果其不存在 q 胞腔，那么自然 Hq(X) = 0 =
⊕

Λq
Z；

如果其存在 q 胞腔，则根据假设其一定不存在 q+1胞腔和 q−1胞腔，因此 ker ∂q =
Cq(X), im ∂q+1 = 0，从而

Hq(X) = ker ∂q/ im ∂q+1 = Cq(X) =
⊕
Λq

Z

3.1.6. 复射影空间有如下的胞腔分解

CPn = e0 ∪ e2 ∪ · · · ∪ e2n−2 ∪ e2n
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满足上述推论中的 (3)，即任何两个相邻的维数中一定有一个维数没有胞腔，那么有

Hq(CPn) =

Z, q 是偶数

0, q 是奇数

3.1.7. Sn × Sn，由于 Sn 有胞腔分解 Sn = e0 ∪ en，那么 Sn × Sn 自然有胞腔

分解

Sn × Sn = e0 ∪ cn ∪ en ∪ e2n

因此

Hq(S
n × Sn) =


Z, q = 0

Z⊕ Z, q = n

Z, q = 2n

3.1.1

设X 是胞腔复形，给定其一个 q维胞腔 eqi，并取好一个特征映射 ϕqi : (D
n, Sn−1)→

(eqi , ė
q
i )，首先我们证明下面的结果：

3.1.6. 特征映射 ϕqi : (D
q, Sq−1)→ (eqi , ė

q
i ) 诱导出同调群的同构

(ϕqi )∗ : H∗(D
q, Sq−1)→ H∗(e

q
i , ė

q
i )

证明. 注意到 (Dq, Sq−1) 和 (eqi , ė
q
i ) 都是好配对，并且特征映射是相对同胚，从而根

据命题 2.4.2 有期待的同构。

利用上面的同构，我们可以将圆盘的定向推到胞腔的定向之上，即称 (ϕqi )∗(En)
为 q 胞腔 eqi 的自然定向。称取定上述定向的一个 q 胞腔 eqi 为一个有向胞腔，仍记

为 eqi
17

3.2

回忆：⊕
i∈Λq

Hq(e
q
i , ė

q
i )
∼=
⊕
i∈Λq

Hq(D
q
i , S

q−1
i ) = Hq(

∐
i∈Λq

(Dq
i , S

q−1
i ))

φq
∗−→ Hq(X

q, Xq−1) = Cq(X)

其中 ϕq 是粘贴 q 胞腔的映射，其诱导的同调群之前的映射是同构。因此利用上述的

同构，Cq(X) 中元素 cq 的一般形式为

cq =
∑
i∈Λq

λie
q
i

17这里我们可能会存在符号上的混用，eqi 会代指一个胞腔，一个有向胞腔或者 eqi 的自然定向，希望读者留心。
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这里 eqi 是指胞腔的自然定向，它是 Hq(e
q
i , ė

q
i ) 的生成元。

如果我们想要使得胞腔同调可以计算，我们需要解决下面的问题：

1. 设 f : X → Y 是胞腔映射，Cq(X) 的基为 {eqi }i∈Λq
，Cq(Y ) 中的基为 {f qj }j∈Λ′

q
，

那么

fC# (eqi ) =
∑
j∈Λ′

q

F qijf
q
j

则如何求 F qij？

2. 对于边缘同态 ∂q，我们有

∂q(e
q
i ) =

∑
j

[eqi : e
q−1
j ]eq−1

j

其中 [eqi , e
q−1
j ] 被称为关联系数，构成的矩阵 ([eqi , e

q−1
j ])i,j 被称为关联矩阵，那

么我们该如何求关联矩阵？

对于上面两个问题，实际上关键在于，对于一个 q 维胞腔链 cq，它在 eqi 分量上

的系数该如何确定？下面的命题告诉了我们该如何计算

3.2.1. 有向胞腔 {eqi }i∈Λq
组成 Cq(X) 的基，而一个 q 维胞腔链 cq 在 eqi 上的

系数可由含入映射 ηi : (X
q, Xq−1)→ (Xq, Xq\eqj) 诱导的同态得出：

(ηi)∗ : Hq(X
q, Xq−1)→ Hq(X

q, Xq\eqj) ∼= Hq(e
q
j , ė

q
j)

证明. 注意到下面映射的复合

Hq(e
q
i , ė

q
i )→

⊕
i∈Λq

Hq(e
q
i , ė

q
i )
∼=
⊕
Λq

Hq(D
q, Sq)→ Hq(X

q, Xq−1)→Hq(X
q, Xq\eqj) ∼= Hq(e

q
j , ė

q
j)

当 i = j 时是恒同，否则是零映射。

3.2.1

考虑如下交换图

Hq(D
q, Sq−1) Hq(X

q, Xq−1) Hq(Y
q, Y q−1) Hq(Y

q, Y q\f qj ) Hq(D
q, Sq−1)

H̃q(D
q/Sq−1) H̃q(X

q/Xq−1) H̃q(Y
q/Y q−1) H̃q(Y

q/Y q\f qj ) H̃q(D
q/Sq−1)

(φi)∗

π∗

f∗

π∗

i∗

π∗ π∗

(φ′
j)∗

π∗

(φi)∗ f∗ i∗ (φ′
j)∗

其中 ϕi 表示 eqi 的特征映射，而 ϕi 表示 ϕi 在商空间上诱导的映射，由于胞腔耦都

是好配对，因此 π∗ 都是同构。根据命题 3.2.1，系数 F qij 由上面一行的同调群的复

合同态给出，因此也应该由下面一行的复合同态给出，即：
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3.2.2. F qij 等于下面复合映射的度

Dq/Sq−1 φi−→ Xq/Xq−1 f−→ Y q/(Y q\f qj )
φ′

j←− Dq/Sq−1

因此根据命题 2.5.2 中计算度的方法，我们有：

3.2.1. 设 b ∈ f qj，若在每一个点 x ∈ f−1(b) ∩ eqi 处，f |eqi 的 Jacobi 矩阵都非

退化，则胞腔链映射 fC# 的系数为

F qij =
∑

x∈f−1(b)∩eqi

sgn det Jf (x)

3.2.2

设 ϕi, ϕj 分别是胞腔 eqi , e
q−1
j 的特征映射，ϕ̇i := ϕi|Sq−1 : Sq−1 → Xq−1 是 eqj

的粘贴映射，则考虑如下交换图表：

Hq(D
q, Sq−1) Hq(X

q, Xq−1) Hq(X
q−1, Xq−2) Hq(X

q−1, Xq−1\eq−1
j )

H̃q(S
q−1) H̃q(X

q−1) H̃q(X
q−1/Xq−2) H̃q(X

q−1/Xq−1\eq−1
j )

Hq−1(D
q−1, Sq−2)

H̃q−1(D
q−1/Sq−2)

(φi)∗

∂∗

∂∗

∂∗

i∗

π∗ π∗

(φ̇i)∗ f∗ i∗

(φj)∗

π∗

(φj)∗

同样根据命题 3.2.1 我们有

3.2.3. 关联系数 [eqi : e
q−1
j ] 等于下面复合映射的度

Sq−1 φ̇i−→ Xq−1 π−→ Xq−1/Xq−1\eq−1
j

φj←− Dq−1/Sq−2

3.2.2. 假设 b ∈ eq−1
j ，而 ϕ̇i 在每一个 x ∈ ϕ̇−1

i (b) 处的 Jacobi 都非退化，则

[eqi , e
q−1
j ] =

∑
x∈φ̇−1

i (b)

sgn det Jφ̇i
(x)

3.2.3 RPn

我们以实射影空间的同调群来结束胞腔同调的计算。回忆 RPn 的胞腔结构，RPn

是向 RPn−1 上粘贴一个 n-胞腔 en 得到的，粘贴映射为商掉对径点的商映射 π(n−1) :
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Sn−1 → RPn−1。并且在每一个维数只有一个胞腔，因此 Cq(RPn) 是由 eq 生成的无

限阶循环群。

为了计算关联系数 [eq : eq−1]，取 b ∈ eq−1，它在 π(n−1) 下的原像是 Sq−1 中的

一对对径点 a, a′，并且由于 Sq−1 上的对径映射的度为 (−1)q，因此不妨适当调整定

向使得 a 的重数为正，则 [eq : eq−1] = 1 + (−1)q，因此有

Z︸︷︷︸
0 维

0←− Z︸︷︷︸
1 维

2←− . . . 0←− Z︸︷︷︸
奇数维

2←− Z︸︷︷︸
偶数维

0←− . . . 1+(−1)n←− Z︸︷︷︸
n 维

因此有

Hq(RPn) =


Z, q = 0或 q = n = 奇数

Z2, q 等于奇数且 0 < q < n

0, 其他

但这样的对维数的讨论还是过于繁琐，如果我们调整一下系数，将会非常简洁。

给定一个阿贝尔群 G，下面我们来介绍 G 系数的胞腔同调群，Cq(X) 中的元素

形如 cq =
∑
λie

q
i , λi ∈ Z，把 λi ∈ Z 改成 λi ∈ G，形式上我们可以得到 Cq(X;G) =

Cq(X)⊗G，则

∂cq =
∑
i∈Λq

λiė
q
i

=
∑
i∈Λq

λi
∑

j∈Λq−1

[eqi , e
q−1
j ]eq−1

j

=
∑

j∈Λq−1

(
∑
i∈Λq

[eqi , e
q−1
j ]λi)e

q−1
j

则 C∗(X;G) = {Cq(X;G), ∂} 是一个链复形，其同调群 H∗(X;G) 称为 G 系数的胞

腔同调群。我们断言

H∗(X;G) ∼= H∗(C∗(X;G))

3.2.1. 实射影空间 RPn 的 Z2 系数的同调群 H∗(RPn;Z2)，因此

Z2
0←− Z2

0←− . . . 0←− Z2

因此

Hq(RPn;Z2) =

Z2, 0 ≤ q ≤ n

0, 其他

3.3 Morse

3.3.1

我们有着以下事实：
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1. 任何有限生成的自由阿贝尔群 A 同构于 Zr = Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
r 个

，其中 r 称为 A 的

秩；

2. 每个有限生成阿贝尔群总是某个有限生成自由阿贝尔群的商群；

3. A 是有限生成自由阿贝尔群，B 是 A 的子群，则存在 A 的一组基 {a1, . . . , ar}
以及存在自然数 {n1, . . . , ns}, s ≤ r 满足整除关系 1 ≤ n1|n2| . . . |ns，使得

{n1a1, . . . , nsas} 是 B 的基。

3.3.1 (有限生成阿贝尔群的构造). 设 A 是有限生成阿贝尔群，A 决定了唯一

的非负整数 r 以及一串大于 1 的整数，并且满足整除关系 n1|n2| . . . |nt，使得

A ∼= Zr ⊕ Zn1
⊕ · · · ⊕ Znt

其中非负整数 r 称为 A 的秩，记做 r(A)；n1, . . . , nr 称为 A 的挠系数。

3.3.1. 设 A 是有限生成阿贝尔群，A 的有限阶元素全体组成 A 的一个有限子

群 TA，称为 A 的挠子群，并且 A/TA 是秩为 r 的自由阿贝尔群，称为 A 的自由部

分。

3.3.2. 阿贝尔群的短正合列

0→ A→ B → C → 0

若 A,B,C 皆有限生成，则 r(B) = r(A) + r(C)

3.3.1 (p 分量). 给定有限生成阿贝尔群 A，p 是素数，A 中阶为 p 的方幂的元

素组成 A 的子群，记作 A(p)，称为 A 的 p 分量。

3.3.2 (p 秩). 给定有限生成阿贝尔群 A，p 是素数，A(p) 的循环群分解为

Zpm1 ⊕ · · · ⊕ Zpmt(p) 的长度 t(p) 被称为 A 的 p 秩，记作 rp(A)

3.3.1. 显然，如果 A 中不存在 p 阶元，则其 p 秩为零。

3.3.3 (有限阿贝尔群的 p 分量分解). 设 A 是有限生成阿贝尔群，则 A 是其 p

分量的直和，其中 p 为素数，即

A =
⊕

p 为素数

A(p)

3.3.2. 如果 A 的标准分解式为 Zn1
⊕ · · · ⊕ Znk

，其中 2 ≤ n1|n2| . . . |nk，则有 t

是 A 的 p 秩的最大值，即 t = maxp rp(A)
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3.3.2 Morse

3.3.4. 设 X 是有限胞腔复形，记 βq = r(Hq(X))，称为 X 的 q 维 Betti 数，

设 αq 是 X 中 q 维胞腔的个数。定义 Z[t] 中多项式

PX(t) =
∑
q

βqt
q

QX(t) =
∑
q

αqt
q

则必存在非负整系数多项式 R(t)，使得

QX(t)− PX(t) = (1 + t)R(t)

证明. 在链复形 · · · → Cq+1
∂q+1−→ Cq

∂q−→ Cq−1 → . . . 中有分解

0→ Zq → Cq → Bq−1 → 0

0→ Bq → Zq → Hq → 0

根据定理 2.6.2，我们有∑
q

r(Cq)t
q =

∑
r(Zq)t

q + t
∑
q

r(Bq)t
q

∑
q

r(Zq)t
q =

∑
q

r(Bq)t
q +

∑
q

r(Hq)t
q

两式相加则有 ∑
q

r(Cq)t
q =

∑
q

r(Hq)t
q + (1 + t)

∑
q

r(Bq)t
q

即为我们需要的结论。

3.3.2.
∑

q(−1)qαq =
∑

q(−1)qβq = χ(X)，称为 X 的欧拉示性数，是 X 的同

伦不变量

证明. 令 t = −1 即可。

3.3.3. X 的欧拉示性数与 X 的胞腔剖分结构无关。

3.3.3 (第一组 Morse 不等式). 对任意的 q，我们有 αq ≥ βq

3.3.4 (第二组 Morse 不等式). 对任意的 q，我们有

αq − αq−1 + · · ·+ (−1)qα0 ≥ βq − βq−1 + · · ·+ (−1)qβ0

3.3.5 (空缺原理). 如果对所有的 q 都有 αqαq+1 = 0，则对任意的 q 都有

βq = αq。
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3.3.3 Morse

假定 X 是有限胞腔复形，设 βF
q = dimFHq(X,F)，称为 X 的 F 系数的 q 维

Betti 数，定义 X 的域 F 系数的 Poincaré 多项式如下：

P F
X(t) =

∑
q

βF
q t
q

3.3.5. 存在非负系数多项式 R(t) 使得

QX(t)− P F
X(t) = (1 + t)R(t)

证明. 同 Z 系数。

3.3.6. χ(X) =
∑

q(−1)qβF
q

3.3.1. 计算实射影空间的欧拉示性数 χ(RPn)：如果我们使用整系数的同调群，其

同调群和维数关系很大，讨论起来相对复杂，而如果我们使用 Z2 系数的同调群，则

对任意的维数我们都有 dimZ2
Hq(RPn,Z2) = 1，因此

χ(RPn) =

1, n是偶数

0, n是奇数

3.3.7 (第一组 Morse 不等式). 对任意的 q，有 αq ≥ βF
q

3.3.8 (第二组 Morse 不等式). 对任意的 q，有 αq − αq−1 + · · · + (−1)qα0 ≥
βF
q − βF

q−1 + · · ·+ (−1)qβF
0

那么我们自然想问，βq 和 βF
q 是否相同呢？这是在问不同系数之间的同调群之

间有什么关系，之后万有系数定理会告诉我们：

βF
q (X) =

βq(X), charF = 0

βq(X) + rp(Hq(X)) + rp(Hq−1(X))

其中 rp 是有限生成阿贝尔群的 p 秩。

因此可见 βF
q (X) 与域的特征 p 有关，我们将其写成 β

(p)
q (X)，称为特征 p 的

Betti 数。当域的特征大于零时，β
(p)
q (X) 可能比 βq(X) 更大，所以特征 p 的 Morse

不等式比整系数的更强。

3.4 Morse

3.4.1 (临界点). 设 M 是光滑流形，f ∈ C∞(M,R)，p ∈M 称为 f 的临界点，

如果 df |p = 0。
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3.4.2 (非退化临界点). 光滑函数 f 的临界点 p 被称为非退化的，如果在 p 处

的 Hesse 矩阵 Hp = ( ∂2f
∂xi∂xj

) 是非退化的。

3.4.1. 我们一般只关心临界点处的 Hesse 矩阵，因为此时的 Hesse 矩阵是对称矩

阵。并且微分拓扑的结论告诉我们在对于一个光滑流形上的光滑函数，其非退化临

界点是存在的。

3.4.3 (指标). 光滑函数 f 在非退化临界点 p 处的指标定义为 Hp 的负特征值

的个数。

3.4.1 (Morse 引理). 若 p 是光滑函数 f 的非退化临界点，其在 p 处的指标为

λ，则存在 p 点的某个邻域内有以 p 为原点的局部坐标 (y1, . . . , yn)，使得

f(x) = f(p)− y21 − · · · − y2λ + y2λ+1 + · · ·+ y2n

3.4.1. 非退化的临界点是孤立的。

3.4.4 (Morse 函数). 光滑函数 f 被称为 Morse 函数，如果其所有的临界点都

非退化。

Morse 理论的关键则在于，将 Morse 函数与胞腔同调联系了起来：设 f 是光滑

函数，定义

Ma = {x ∈M | f(x) ≤ a}, M b
a = {x ∈M | a ≤ f(x) ≤ b}

3.4.2. 设 M b
a 中无临界点，则 Ma 与 M b 微分同胚，并且 Ma 是 M b 的形变

收缩核。

3.4.3. 设M b
a 中只有一个非退化临界点，其指数为 λ，则有同胚M b ∼=Ma∪∂Dλ×Dn−λ

Dλ ×Dn−λ，因而 M b 同伦等价于 Ma 上贴一个 λ 维胞腔，即 M b 'Ma ∪ eλ。

3.4.1. 设 M 是 n 维光滑流形，f 是 M 上任意一个 Morse 函数，则

1. M 同伦等价于一个有限胞腔复形，其 q 维胞腔一一对应于 f 指数为 q 的临界

点，其关联系数也可由 f 决定；

2. 设 µq 是 f 指数为 q 的临界点的个数，定义 Qf (t) =
∑

q µqt
q，称为 f 的 Morse

多项式，则存在非负整系数多项式 R(t)，使得

Qf (t)− PX(t) = (1 + t)R(t)

3.4.2. 之前关于 q 维胞腔个数 αq 的不等式都可以改写成 Morse 函数临界点个

数 µq 的不等式。

3.4.1. RPn 上的 Morse 函数至少有 n+ 1 个临界点。
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证明. 由于 RPn 的 Z2 系数的 Betti 数都是 1，因此由第一组 Morse 不等式，有
αq ≥ βZ2

q = 1。从而任取 0 ≤ q ≤ n，根据定理 3.5.1，Morse 函数 f 都至少存在一

个指数为 q 的临界点，因此至少有 n+ 1 个临界点。

3.4.2. 环面 T 2 上的 Morse 函数至少有 4 个临界点。

证明. 由于 T 2 的整系数同调群

Hq(T
2) =


Z, q = 0, 2

Z⊕ Z, q = 1

0, 其他

从而根据第一组 Morse 不等式，我们有 α0 ≥ 1, α1 ≥ 2, α2 ≥ 1，从而至少有 4 个临

界点。

3.4.1. 设可定向闭曲面 M 上的一个 Morse 函数 f 只有一个极大点，也只有

一个极小点。证明 f 的鞍点个数等于 M 的 1 维 Betti 数。

证明. 首先根据可定向闭曲面的整系数同调群我们有 β0 = 1, β1 = 2n, β2 = 1，从而

µ0 ≥ 1, µ2 ≥ 1, µ1 ≥ 2n。注意到极大点的个数为 µ2, 极小点的个数为 µ0，则该题让

我们证明当 µ0 = µ2 = 1 时，µ1 = 2n。利用 Qf (t) = PX(t) + (1 + t)R(t)，我们有

t2 + µ1t+ 1 = t2 + 2nt+ 1 + (1 + t)R(t)

根据系数关系，我们只能有 degR(t) = 0，进而强迫 R(t) = 0，从而 µ1 = 2n

4

4.1

4.1.1 (自由链复形). 链复形 C = {Cq, ∂q} 中每个 Cq 都是自由阿贝尔群，则

称为自由链复形。

4.1.1. 设 C 和 C ′ 都是自由链复形，那么 C 和 C ′ 链同伦等价的充要条件是

它们的同调群同构。

4.1.1. 设 C 和 C ′ 都是自由链复形，并且 H∗(C) ∼= H∗(C
′)，则对任意系数群

G，都有

H∗(C;G) ∼= H∗(C
′;G), H∗(C;G) ∼= H∗(C ′;G)

证明. 如果 C 同伦等价于 C ′，那么 C ⊗G 同伦等价于 C ′ ⊗G，Hom(C,G) 同伦等

价于 Hom(C ′, G)。
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由于拓扑空间 X 的奇异链复形以及胞腔链复形都是自由链复形，因此：

4.1.2. 对于空间 X 和空间偶 (X,A)，其整系数的奇异同调完全决定其任意系

数的奇异同调和上同调。

4.1.3. 对于胞腔复形 X 和复形偶 (X,A)，其任意系数的奇异同调与上同调都

可以通过胞腔链复形来计算。

那么问题在于，怎么通过 H∗(X) 导出 H∗(X;G) 以及 H∗(X;G)，下面是一个

具体的例子：

4.1.1. 设有限胞腔复形 X 的同调群为 H0(X) = Z,H1(X) = Z3，其他的同调群

都为零，则我们可以计算 H∗(X,Z2),H∗(X,Z3) 如下：

取一个自由链复形 C，使得 H∗(C) = H∗(X)。这样的 C 也是容易构造的，先

取 C ′ 为

0→ Z︸︷︷︸
0维

→ 0

显然此时 H0(C
′) = Z,Hq(C

′) = 0, q 6= 0；再取 C ′′ 如下

0→ Z︸︷︷︸
2维

3−→ Z︸︷︷︸
1维

→ 0

此时有 H1(C
′′) = Z3,Hq(C

′′) = 0, q 6= 1；将 C ′ 与 C ′′ 做直和，我们有

0→ Z︸︷︷︸
2维

3−→ Z︸︷︷︸
1维

0−→ Z︸︷︷︸
0维

→ 0

显然 C 是自由链复形，且 H∗(C) ∼= H∗(X)，从而 C 与 X 的奇异链复形同伦

等价，我们将链复形张量 Z2 后依然同伦等价，即有 Hq(X;Z2) ∼= Hq(C;Z2) =

Hq(C
′;Z2)⊕Hq(C

′′;Z2)，而分别计算这两个是容易的：

C ′ ⊗ Z2 : 0→ Z2︸︷︷︸
0维

→ 0

C ′′ ⊗ Z2 : 0→ Z2︸︷︷︸
2维

1−→ Z2︸︷︷︸
1维

→ 0

直接计算可知：

Hq(C
′;Z2) =

Z2, p = 0

0, p 6= 0
Hq(C

′′;Z2) = 0, ∀p ≥ 0

从而

Hq(C;Z2) =

Z2, p = 0

0, p 6= 0

同理可以计算 H∗(X;Z3)，唯一不同的地方在于 ×3 这个映射在 Z3 是零映射而不是

单位映射。
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实际上，上面例子体现出来的思想是普遍适用的，我们把一般形式写出来。

4.1.2 (初等链复形). 我们定义如下的链复形为初等链复形：

E(Z, n) : 0→ Z︸︷︷︸
n维

→ 0

E(Zk, n) : 0→ Z︸︷︷︸
n+1维

k−→ Z︸︷︷︸
n维

→ 0

4.1.1. 很容易计算得到：

Hq(E(Z, n)) =

Z, q = n

0, q 6= n
, Hq(E(Zk, n)) =

Zk, q = n

0, q 6= n

4.1.1. 我们用记号 Gk 表示映射 G
k−→ G 的余核，用 kG 表示映射 G

k−→ G

的核，则有下面的正合列：

0→k G→ G
k−→ Gk → 0

直接计算，我们可以发现

Hq(E(Z, n);G) = Hq(E(Z, n);G) =

G, q = n

0, q 6= n

以及

Hq(E(Zk, n);G) =


Gk, q = n

kG, q = n+ 1

0, q 6= n, n+ 1

, Hq(E(Zk, n);G) =


kG, q = n

Gk, q = n+ 1

0, q 6= n, n+ 1

4.1.2 (万有系数定理的朴素形式). 设 X 是有限胞腔复形，如果 Hq(X) =⊕βq

i=1 Z⊕
⊕γq

i=1 Zk(q)i

18，则我们有

Hq(X;G) =

βq⊕
i=1

G⊕ (

γq⊕
i=1

G
k
(q)
i
)⊕ (

γq−1⊕
i=1

k
(q−1)
i

G)

Hq(X;G) =

βq⊕
i=1

G⊕ (

γq⊕
i=1

k
(q)
i

G)⊕ (

γq−1⊕
i=1

G
k
(q−1)
i

)

证明. 利用初等链复形，我们可以构造如下的自由链复形：

D =
⊕
q

(

βq⊕
i=1

E(Z, q)⊕
γq⊕
i=1

E(Z
k
(q)
i
, q))

18其中 βq 是 q 维 Betti 数，k(q)
i 是 Hq(X) 的挠系数。
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显然我们有 H∗(D) = H∗(X)，因此由定理 4.1.1，我们可以用 D 代替 X 的奇异链

复形来计算同调群与上同调群。再利用注 4.1.1关于初等链复形同调群与上同调群的

计算则可以得到我们需要的结果。

注意到 kZ = 0，则有下面的结果：

4.1.4. 设 X 是有限胞腔复形，Hq(X) = Zβq ⊕ Tq，其中 Tq 是挠子群，则

Hq(X) = Zβq ⊕ Tq−1

最后我们来看如果 G 是域 F 的情况：

4.1.5. X 是有限胞腔复形，F 是特征为 p 的域，用 βq 记 q 维 Betti 数；当 p

是素数时，记 γ
(p)
q 是 Hq(X) 的 p 秩 rpHq(X)，则：

1. Hq(X;F) 与 Hq(X;F) 作为 F 上的向量空间有相同的维数，记作 β
(p)
q ，并且

2.

β(p)
q =

βq, p = 0

βq + γ
(p)
q + γ

(p)
q−1, p 6= 0

4.1.1. 利用万有系数定理计算闭曲面的上同调群

证明. 可定向闭曲面：根据已有结果，亏个为 g 的可定向的闭曲面 Σg 的同调群为

Hq(Σg) =


Z, q = 0, 2

Z2g, q = 1

0, 其他

然而其都无挠部分，因此根据推论 4.1.4 可知其上同调群与下同调群是同构的。

不可定向闭曲面：根据已有结果，不可定向的闭曲面 mP2 的同调群为

Hq(mP2) =


Z, q = 0

Zm−1 ⊕ Z2, q = 1

0, 其他

从而其上同调群如下：

Hq(mP2) =



Z, q = 0

Zm−1, q = 1

Z2, q = 2

0, 其他
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4.1.2. 计算环面 T 和 Klein 瓶的 Z2 系数的同调群。

证明. 首先来计算环面：根据已有结果，环面 T 的同调群为

Hq(T ) =


Z, q = 2, 0

Z⊕ Z, q = 1

0, 其他

由于其不存在挠元素，根据万有系数定理其 Z2 系数的同调群是简单的：

Hq(T ;Z2) =


Z2, q = 0, 2

Z2 ⊕ Z2, q = 1

0, 其他

下面来计算 Klein 瓶 K，我们先计算其同调群：我们可以将 K 视作利用映射 f :

D2 ⊃ S1 →
∨

2 S
1 向

∨
2 S

1 上粘贴一个 2 胞腔得到，f 的映射规则可以用 aba−1b

来表示，从而有：

0→ H̃2(
∨
2

S1)→ H̃2(K)→ H̃1(S
1)

f∗−→ H̃1(
∨
2

S1)→ H̃1(K)→ 0

其中 f∗(1) = (0, 2)，从而 H̃2(K) = ker f∗, H̃1(K) = coker f∗，即

H̃q(K) =

Z⊕ Z2, q = 1

0, 其他

下面再利用万有系数定理计算其 Z2 系数的同调群：注意到 (Z2)2 = Z2, 2Z2 = Z2，

从而

Hq(K;Z2) =


Z2, q = 0, 2

Z2 ⊕ Z2, q = 1

0, 其他

4.1.3. 设有阿贝尔群的短正合列：

0→ G′ ϕ−→ G
ψ−→ G′′ → 0

则有链复形的短正合列：

0→ S∗(X;G)
ϕ−→ S∗(X;G)

ψ−→ S∗(X;G′′)→ 0

因而有同调群的长正合列：

. . .
∂∗−→ Hq(X;G′)

ϕ∗−→ Hq(X;G)
ψ∗−→ Hq(X;G′′)

∂∗−→ Hq−1(X;G′)→ . . .
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4.1.4. 设 T 是环面，K 是 Klein 瓶，f : T → K 是任意映射，证明 f∗ :

H2(T ;Z2)→ H2(K,Z2) 是零映射。

证明. 利用习题 4.1.3，我们取阿贝尔群短正合如下

0→ Z ×2−→ Z→ Z2 → 0

我们可以导出同调群的长正合列，由于这种操作是自然的，因此 f : T → K，我们

有其诱导的同调群层面的映射的正合列：

. . . H2(T ) H2(T ) H2(T ;Z2) . . .

. . . H2(K) H2(K) H2(K;Z2) . . .

f∗ f∗ f∗

由习题 4.1.2 的计算结果，我们知道 H2(K) = 0，因此利用图表的交换性 f∗ :

H2(K;Z2)→ H2(T ;Z2) 始终是零映射。

4.2 Ext Tor

4.2.1 (自由预解). 给定阿贝尔群 H，以及自由阿贝尔群 F0, F1, . . .，使得有下

面的正合列：

· · · → F2 → F1 → F0 → H → 0

称为 H 的自由预解。

4.2.2 (Tor). 给定阿贝尔群 H,G，定义 Tor(H,G) 如下：任取 H 个一个自由

预解 · · · → F2
f2−→ F1

f1−→ F0
f0−→ H → 0，用 G 去张量这个正合列得到

(F ;G) : · · · → F2 ⊗G
f2⊗idG−→ F1 ⊗G

f1⊗idG−→ F0 ⊗G
f0⊗idG−→ H ⊗G→ 0

则定义 Tor(G,H) = H1(F ;G) = ker f1 ⊗ idG / im f2 ⊗ idG

4.2.1. Tor 的定义与自由预解的选取实际上是无关的，即选取不同的自由预解得

到的 Tor(G,H) 是同构的，这实际上是由下面的引理保证的：

4.2.1. 给定 H 的自由预解 F 和 F ′，任给同态 α : H → H，则 α 可以延拓成

链映射 F → F ′，即：

. . . F2 F1 F0 H 0

. . . F ′
2 F ′

1 F ′
0 H 0

α α α α

并且任何两个不同的 α, α′ : H → H 延拓成的链映射是同伦的。
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4.2.2. 我们还可以定义 Torn(H,G) 为 Hn(F ;G), n ≥ 1，但实际上有效的信息只

有 Tor1，这是因为对于任何一个阿贝尔群，其一定存在如下的自由预解：

· · · → 0→ 0→ F1
f1−→ F0

f0−→ H → 0

从而 Torn(H,G) = Hn(F ;G) = 0。

4.2.3 (Ext). 给定阿贝尔群 H,G，定义 Ext1(H,G) 如下：任取 H 个一个自

由预解 · · · → F2
f2−→ F1

f1−→ F0
f0−→ H → 0，用 Hom(−, G) 作用这个正合列得到

(F ;G) : · · · ← Hom(F2, G)
Hom(f2,G)←− Hom(F1, G)

Hom(f1,G)←− Hom(F0, G)
Hom(f0,G)←− Hom(H,G)← 0

则定义 Ext1(G,H) = H1(F ;G) = ker Hom(f2, G)/ im Hom(f1, G)

4.2.1 (Ext 的性质). 对于 Ext，我们有以下性质：

1. Ext(H ⊕H ′, G) = Ext(H,G)⊕ Ext(H ′, G)；

2. 当 H 自由时，Ext(H,G) = 0

3. Ext(Zn, B) = Bn

证明.（1）是显然的，对于（2）来说，取如下自由预解也是显然的：

0→ Z id−→ Z→ 0

（3）考虑 Zn 如下的自由预解

0→ Z ×n−→ Z→ Zn → 0

用 Hom(−, B) 函子作用后得到

0← B
×n←− B ← Hom(Zn, B)← 0

从而 Ext(Zn, B) = B/ im(×n) = Bn

4.2.2 (Tor 的性质). 对于 Tor，我们有以下性质：

1. Tor(A,B) = Tor(B,A)；

2. Tor(A1 ⊕A2, B) = Tor(A1, B)⊕ Tor(A2, B)；

3. 当 A 或 B 自由时，Tor(A,B) = 0；

4. Tor(A,B) = Tor(TA, B)，其中 TA 是 A 的挠子群；

5. Tor(Zn, B) = nB
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证明.（1）是由于 A⊗B = B⊗A，（2）（3）的证明同命题 4.2.1，（4）是（2）与（3）
的直接推论，下面只需要计算（5），同样取如下预解

0→ Z ×n−→ Z→ Zn → 0

张量后得到

0→ B
×n−→ B → Zn ⊗B → 0

从而 Tor(Zn, B) = ker(×n) = nB

为了证明万有系数定理正合列的分裂性，我们还需要最后一个代数上的引理：

4.2.2. 如果正合列 0→ A→ B → C → 0 是裂正合的，那么

0→ A⊗G→ B ⊗G→ C ⊗G→ 0

0→ Hom(C,G)→ Hom(B,G)→ Hom(A,G)→ 0

都是裂正合的。

证明. 由于 0→ A→ B → C → 0 裂正合，从而 B = A⊕ C，从而

B ⊗G = (A⊕B)⊗G = (A⊗G)⊕ (B ⊗G)

即

0→ A⊗G→ B ⊗G→ C ⊗G→ 0

裂正合，类似可以证明第二个序列是裂正合的。关键的原因在于张量函子与 Hom 函
子与直和都是可交换的。

4.2.1 (万有系数定理). 设 C 是自由链复形，则有裂正合列

0→ Hn(C)⊗G→ Hn(C;G)→ Tor(Hn−1(C), G)→ 0

证明. 考虑裂正合的链正合列，其中 Z∗, B∗−1 中的链映射都是零映射：

0→ Z∗ → C∗ → B∗−1 → 0

进而有裂正合的链正合列：

0→ Z∗ ⊗G→ C∗ ⊗G→ B∗−1 ⊗G→ 0

其诱导出长正合列

· · · → Bn ⊗G
in⊗idG−→ Zn ⊗G→ Hn(C;G)→ Bn−1 ⊗G

in−1⊗idG−→ Zn−1 ⊗G→ . . .
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从中我们可以提取出短正合列：

0→ coker(in ⊗ idG)→ Hn(C;G)→ ker(in−1 ⊗ idG)→ 0

因此我们只需要搞清楚映射 in⊗ idG 的核与余核即可：考虑 Hn−1(C) 如下的一个自

由预解：

0→ Bn
in−→ Zn → Hn(C)→ 0

张量 G 可以得到如下的序列：

0→ Bn ⊗G︸ ︷︷ ︸
3

in⊗idG−→ Zn ⊗G︸ ︷︷ ︸
2

→ Hn(C)⊗G︸ ︷︷ ︸
1

→ 0

由于张量函子是一个右正合函子，从而上述序列在 (1), (2) 处都正合，在 (3) 处可能

不正合，而这恰好是由 Tor(Hn−1(C), G) 刻画，因此

coker(in ⊗ idG) = Hn(C)⊗G

ker(in ⊗ idG) = Tor(Hn(C), G)

4.2.2 (上同调形式的万有系数定理). 设 C 是自由链复形，则有裂正合列

0← Hom(Hn(C), G)← Hn(C;G)← Ext(Hn−1(C), G)→ 0

证明. 同样考虑复形的裂正合列

0→ Z∗ → C∗ → B∗−1 → 0

用 Hom 作用后得到：

0→ Hom(B∗−1, G)→ Hom(C∗, G)→ Hom(Z∗, G)→ 0

导出同调群的长正合列：

· · · ← Hom(Bn, G)← Hom(Zn, G)← Hn(C;G)← Hom(Bn−1, G)← Hom(Zn−1, G)← . . .

从其中分裂出

0← ker(Hom(in, G))← Hn(C;G)← coker(Hom(in−1, G))← 0

同样考虑 Hn(C) 的如下自由预解去计算 Ext 即可

0→ Bn
in−→ Zn → Hn(C)→ 0
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4.2.1 (拓扑形式). 设 X 是拓扑空间，则有裂正合列：

0→ Hn(X)⊗G→ Hn(X;G)→ Tor(Hn−1(X), G)→ 0

0← Hom(Hn(X), G)← Hn(X;G)← Ext(Hn−1(X), G)← 0

4.2.3. 我们有以下的注记：

1. Z 系数的奇异同调群 H∗(X) 完全决定了任意 G 系数的同调群与上同调群；

2. 上述万有系数公式可推广到空间偶的相对同调群；

3. 当我们在万有系数定理中取 n = 0，由于 H−1(X) = 0，从而 Tor(H−1(X), G) =

Ext(H−1(X), G) = 0；取 n = 1，由于 H0(X) 始终是自由的，此时仍有

Tor(H0(X), G) = Ext(H0(X), G) = 0，因而我们有：

H1(X;G) ∼= H1(X)⊗G, H1(X;G) ∼= H1(X)⊗G

H0(X;G) ∼= Hom(H0(X), G), H1(X;G) ∼= Hom(H1(X), G)

4. 如果我们取 G 为特征 0 的域 F，由于 Ext(−,F) = Tor(−,F) = 0，从而

Hn(X;F) = Hn(X)⊗ F

Hn(X;F) = Hom(Hn(X),F)

常见的如 F = Q,R,C

4.2.2. X 是拓扑空间，p 是素数，假定 Hn(X) 以及 Hn−1(X) 都是有限生成

的，则

Hn(X;Zp) = (
⊕

Zp)︸ ︷︷ ︸
1

⊕ (
⊕

Zp)︸ ︷︷ ︸
2

⊕ (
⊕

Zp)︸ ︷︷ ︸
3

其中 Hn(X) 中的每一个 Z 在 (1) 中贡献一个 Zp 的直和项，Hn(X) 中的每个

Zpk , k ≥ 1 直和项在 (2) 中贡献一个 Zp 的直和项，Hn−1(X) 中的每个 Zpk , k ≥ 1

直和项在 (3) 中贡献一个 Zp 的直和项。

证明. 根据万有系数定理，我们有

Hn(X;Zp) = Hn(X)⊗ Zp ⊕ Tor(Hn−1(X),Zp)

第一部分由 Hn(X) 中的自由部分与 Zp 做张量贡献；注意到 Zm ⊗ Zn = Zd，其中
d = gcd(m,n)，从而 Hn(X)中的每一个 Zpk 分量与 Zp 作张量都会贡献一个 Zp，这
组成了第二部分；第三部分根据 Tor 的性质同理。

4.2.3. X 是拓扑空间，并且 Hn(X) 都是有限生成的，F 是域，则 Hn(X;F) ∼=
(Hn(X;F))∗ 作为有限维线性空间是互为对偶的。
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证明. 根据万有系数定理，我们有

Hn(X;F) = Hn(X)⊗ F⊕ Tor(Hn−1(X),F)

Hn(X;F) = Hom(Hn(X),F)⊕ Ext(Hn−1(X),F)

对于有限维线性空间 V,W，我们有如下的同构

Hom(V,W ) ∼= V ∗ ⊗W

因此有

Hom(Hn(X),F) ∼= H∗
n(X)⊗ F ∼= (Hn(X)⊗ F)∗

因此只需要对 Tor 和 Ext 证明类似的对偶关系即可，根据其性质，只需要对任意的
n 证明下面的对偶关系：

(nF)∗ = Fn

这实际上是广泛成立的，即如果 T : V → W 是有限维线性空间之间的映射，T ∗ :

W ∗ → V ∗ 是其对偶映射，那么 kerT = cokerT ∗, cokerT = kerT ∗

4.2.4. X 是拓扑空间，若满足 Hn(X) 和 Hn−1(X) 都是有限生成，挠子群分

别记作 Tn(X), Tn−1(X)，则

Hn(X) ∼= (Hn(X)/Tn(X))⊕ Tn−1(X)

证明. 根据万有系数定理，我们有

Hn(X) = Hom(Hn(X),Z)⊕ Ext(Hn−1(X),Z)

根据 Ext 的性质，我们有 Ext(Hn−1(X),Z) = Tn−1(X)，因此我们实际上只需要验

证

Hom(Hn(X),Z) ∼= Hn(X)/Tn(X)

即 Hn(X) 的挠部分不做任何贡献，这实际上只需要证明对任意的 m，有

Hom(Zm,Z) = 0

显然，任取 f ∈ Hom(Zm,Z)，我们有

0 = f(m) = mf(1) =⇒ f(1) = 0

即 f 是零映射。

4.2.4. 下面的命题告诉我们，Q 系数和 Zp 系数“基本上” 反映了 H∗(X,Z) 的全

部信息：
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4.2.3. 我们有如下结果：

1. H∗(X;Z) = 0 当且仅当 H∗(X;Q) = 0 且 H∗(X;Zp) = 0，对任意的素数 p

2. 映射 f : X → Y 诱导同态 f∗ : H∗(X;Z) → H∗(Y ;Z) 是同构当且仅当 f∗ :

H∗(X;Q)→ H∗(Y ;Q) 以及 f∗ : H∗(X;Zp)→ H∗(Y ;Zp) 对任意的素数 p

5 Poincaré

5.1

回忆 n 维标准单形 ∆n 定义为

∆n = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 | 0 ≤ xi ≤ 1,
n∑
i=0

xi = 1}

而利用标准单形可以去构造线性单形，给定 Rm 中的点 c0, . . . , cn，则定义

(c0, . . . , cn) : ∆→ Rm∑
xiei 7→

∑
xici

在本节中，约定 X 是拓扑空间。

5.1.1 (前 p 维面). 设 σ : ∆n → X 是一个 n 维奇异单形，0 ≤ p ≤ n，pσ 称

为 σ 的前 p 维面，定义为

pσ = σ ◦ (e0 . . . ep) : ∆p → X

5.1.2 (后 n− p 维面). σn−p 被称为 σ 的后 n− p 维面，定义为

σn−p = σ ◦ (ep . . . en) : ∆n−p → X

5.1.3 (上积). 任取 σ ∈ Sp(X), β ∈ Sq(X) 是 X 中的 p, q 维奇异上链，定义

α ∪ β ∈ Sp+q(X)

为如下的 p+ q 维奇异上链：对任意的 p+ q 维奇异单形 σ，有

〈α ∪ β, σ〉 = 〈α, pσ〉 · 〈β, σq〉

得到一个双线性的上积运算 Sp(X)× Sq(X)
∪−→ Sp+q(X)

5.1.1. 设 α ∈ Sp(X), β ∈ Sq(X)，则

δ(α ∪ β) = δα ∪ β + (−1)pα ∪ δβ
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证明. 任取一个 p+ q + 1 维的奇异单形 σ : ∆p+q+1 → X，有

〈δ(α ∪ β), σ〉 = 〈α ∪ β, ∂σ〉

=

p+q+1∑
i=0

(−1)i〈α ∪ β, σ ◦ (e0 . . . êi . . . ep+q+1)〉

=

p+1∑
i=0

(−1)i〈α, σ ◦ (e0 . . . êi . . . ep+1)〉〈β, σ ◦ (ep+1 . . . ep+q+1)

+

p+q+1∑
i=p

(−1)i〈α, σ ◦ (e0 . . . ep)〈β, σ ◦ (ep . . . êi . . . ep+q+1)〉

=〈α, ∂ p+1σ〉〈β, σq〉+ (−1)p〈α, pσ〉〈β, ∂σq+1〉

=(δα ∪ β + (−1)pα ∪ δβ)(σ)

5.1.1. 在微分形式中，取 α ∈ Ωp(M), β ∈ Ωq(M)，M 是 n 维流形，则

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ

5.1.2. 定义上积

Hp(X)×Hq(X)
∪−→ Hp+q(X)

([α], β) 7→ [α ∪ β]

证明. 验证定义良好：首先 α 闭，β 闭则有 α ∪ β 闭，直接验证如下：

δ(α ∪ β) = δα ∪ β + (−1)|α|α ∪ δβ = 0

并且与代表元选取无关：设 α− α′ = δw，则：

α′ ∪ β − α ∪ β = (α′ − α) ∪ β

= δω ∪ γ

= δ(w ∪ β)

5.1.1. 上链的上积有以下性质：

1. 结合性：对任意的 α1, α2, α3 ∈ S∗(X)，有 (α1 ∪ α2) ∪ α3 = α1 ∪ (α2 ∪ α3)；

2. 存在单位：存在 eX ∈ S0(X)，代表在每个点上取值都是 1 的零维奇异上链，则

eX 是上链的上积中的单位元；
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3. 自然性：f : X → Y 是映射，则 f#(eY ) = eX，且

f#(β1 ∪ β2) = f#(β1) ∪ f#(β2), β1, β2 ∈ S∗(Y )

即下图交换

Sp(X)× Sq(X) Sp+q(X)

Sp(Y )× Sq(Y ) Sp+q(Y )

∪

f#

∪

f# f#

5.1.2. 上同调的上积有以下性质：

1. 结合性：对任意的 ξ1, ξ2, ξ3 ∈ H∗(X)，有 (ξ1 ∪ ξ2) ∪ ξ3 = ξ1 ∪ (ξ2 ∪ ξ3)；

2. 存在单位：存在 eX ∈ H0(X)，使得 eX 是上同调的上积中的单位元；

3. 自然性：f : X → Y 是映射，则 f#(eY ) = eX，且

f∗(ξ1 ∪ ξ2) = f∗(ξ1) ∪ f∗(ξ2), ξ1, ξ2 ∈ H∗(Y )

即下图交换

Hp(X)×Hq(X) Hp+q(X)

Hp(Y )×Hq(Y ) Hp+q(Y )

∪

f∗

∪

f∗ f∗

5.1.4 (卡积). 设 β ∈ Sq(X) 是 X 的 q 维奇异上链，σ ∈ Sp+q(X) 是 X 的一

个 p+ q 维奇异单形，定义它们的卡积 β ∩ σ ∈ Sp(X) 为

β ∩ σ = 〈β, σq〉 pσ

得到一个双线性的卡积运算 Sq(X)× Sp+q(X)
∩−→ Sp(X)。

5.1.3. 设 β ∈ Sq(X), σ ∈ Sp+q(X), 则

∂(β ∩ σ) = (−1)p(δβ) ∩ σ + β ∩ (∂σ)

5.1.4. 上下链的卡积诱导了上下同调的卡积：

Hq(X)×Hp+q(X)
∩−→ Hp(X)

5.1.2. 姜书中 P161 倒数第八行 ...(−1)p−1〈β, ∂σq〉 p−1σ 中应为 ∂σq+1。

5.1.3. 上下链卡积的基本性质：
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1. 结合性：对任意 α1, α2 ∈ S∗(X), c ∈ S∗(X) 有：

(α1 ∪ α2) ∩ c = α1 ∩ (α2 ∩ c)

2. 对偶性：对任意 α1 ∈ S∗(X), α2 ∈ S∗(X), c ∈ S∗(X) 有：

〈α1 ∪ α2, c〉 = 〈α1, α ∩ c〉

3. 自然性：设 f : X → Y 映射，有 β ∩ (f#c) = f#((f
#β) ∩ c)，即有下图交换

Sq(X)× Sp+q(X) Sp+q(X)

Sq(Y )× Sp+q(Y ) Sp+q(Y )

∩

f# f#f#

∩

5.1.4. 上积给出了上同调群的一个环结构，并且使得其成为交换的分次环，即

α ∪ β = (−1)pqβ ∪ α, ∀α ∈ Hp(X), β ∈ Hq(X)

并且映射 f : X → Y 诱导出上同调环之间的同态

f∗ : H∗(Y )→ H∗(X)

5.1.1

上一节中给出了奇异上同调群的环结构，但是为了更加实际的计算，我们引入

准单纯复形的概念19。

在介绍准单纯复形之前，我们先来看该如何去描述胞腔上链 Cq(X)，因为准单

纯复形是一种特殊的胞腔复形。

若 X 是有限胞腔复形，那么 Cq(X) ∼=
⊕

Λq
Z，全体 q 胞腔记作 {eqi | i ∈ Λq}。

一个 q 维胞腔链 cq 的一般形式为

cq =
∑
i∈Λq

nie
q
i , ni ∈ Z

记
eq∗i : Cq(X)→ Z

cq 7→ ni

故可认为 (eq∗1 , . . . , e
q∗
i , . . . ) 是 (eq1, . . . , e

q
i , . . . ) 的对偶基，从而胞腔上链 Cq(X) 是以

{eq∗i }i∈Λq
为基的自由阿贝尔群。

那么我们该怎么在胞腔剖分图上面画出 eqi 的对偶基呢？一个想法就是把 eq∗i 就

当成 eqi 在图上画出来，我们用下面的例子来具体解释这句话的含义。

19∆−complex
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5.1.1. 环面的如下胞腔复形剖分记作 K：

那么取剖分中的任一顶点 v，则 [v] 构成了 H0(K) 的一组基；如果用 ti, i = 1, . . . , 18

记剖分中出现的每一个三角形，那么 [t1 + · · ·+ t18] 构成了 H2(K) 的一组基；对于

H1(K) 来说，{[a], [b]} 构成了其一组基。

下面我们来考虑对偶基的情况，给定 K 中任意顶点，{[v∗]} 构成了 H0(K) 得

到一组基；任取一个三角形 ti，{[t∗i ]} 构成了 H2(K) 的一组基，因为对任意的 i，我

们都有 t∗i (t) = 1；对于 H1(K) 来说，我们断言下面的两个上链，构成了 H1(K) 的

一组基，并且是 {[a], [b]} 的对偶基：

首先证明 δα = 0，即对任意的 ti，都有 〈δα, ti〉 = 0，这等价于验证 〈α, ∂ti〉 = 0，这

从图上可以直接观察得出，同理可以验证 δβ = 0；而对于 {[α], [β]} 是 {[a], [b]} 对

应的对偶基，可以看出 α 和 a 只在正方形的边上有一处重合，因此 〈α, a〉 恰好为 1，

并且 α 与 b 没有重合的部分，因此 〈α, b〉 = 0，同理可以看出 〈β, a〉 = 0, 〈β, b〉 = 1，

因此 H1(K) 以 {[α], [β]} 为基。

5.1.5 (准单纯复形). 一个胞腔复形 K 称为是一个准单纯复形，如果

1. 其每个胞腔都已指定一个特征映射 σ : ∆n → K，称为代表该胞腔的准单形；

2. 对于每个 n 维准单形 σ : ∆n → K，以及每个整数 0 ≤ i ≤ n，奇异单形

σ ◦ (e0 . . . êi . . . en) : ∆n−1 → K 都是 K 中的 n− 1 维准单形。

5.1.3. 如果 σ 是 n 维准单形，对任意 0 ≤ i0 < i1 < · · · < iq ≤ n，则 σ ◦
(ei0ei1 . . . eiq) 必是 K 中的 q 维准单形，故可讨论准单形 σ 的前 p 维面 pσ 和后

n− p 维 σn−p

5.1.4. 由于 K 的准单纯复形也是 K 的奇异单形，那么以准单形为基的胞腔链复

形 C∗(K) 自然也是奇异链复形 S∗(K) 的子链复形，并且含入链映射 θ : C∗(K) →
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S∗(K) 诱导了同构
Θ : H∗(C∗(K))

∼=−→ H∗(S∗(K))

Θ∗ : H∗(S∗(K))
∼=−→ H∗(C∗(K))

与奇异同调的情形类似，我们可以定义准单纯上链中的上积与卡积。

5.1.6 (准单纯上链的上积). 设 K 是准单纯复形，α ∈ Cp(K), β ∈ Cq(K) 是

K 的准单纯上链，σ 是 p+ q 维准单形，定义上积 α ∪ β ∈ Cp+q(K) 为如下的准单

纯上链，它在 p+ q 维准单形 σ 上的值为：

〈α ∪ β, σ〉 = 〈α, pσ〉〈β, σq〉

这样得到了一个双线性的上积运算 Cp(K)× Cq(K)→ Cp+q(K)

5.1.7 (准单纯上链的卡积). 设 K 是准单纯复形，α ∈ Cp(K), β ∈ Cq(K) 是

K 的准单纯上链，σ 是 p+ q 维准单形，定义卡积 β ∩ σ ∈ Cp(K) 为

β ∩ σ = 〈β, σq〉 · pσ

这样得到了一个双线性的卡积运算 Cq(K)× Cp+q(K)→ Cp(K)

5.1.2 (双环面 F2 的准单纯剖分). 我们取双环面 F2 的一个准单纯剖分如下图：

有两个 0 维准单形 {v, w}，12 个 1 维准单形 {a1, b1, a2, b2, c1, . . . , c8}，以及 8 个 2

维准单形 {t1, . . . , t8}，它们构成了 C∗(F2) 的基。而上链复形 C∗(F2) 中的对偶基记

作 {v∗, w∗}, {a∗1, b∗1, a∗2, b∗2, c∗1, . . . , c∗8}, {t∗1, . . . , t∗8}
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为了计算同调群，我们先写出如下的链复形

0→ C2(F2)
∂−→ C1(F2)

∂−→ C0(F2)→ 0

并且边缘同态 ∂ 的具体形式为

 ∂a1 = ∂a2 = ∂b1 = ∂b2 = 0

∂ci = v − w, i = 1, . . . , 8



∂t1 = c1 + a1 − c2, ∂t2 = c2 + b1 − c3

∂t3 = c4 + a1 − c3, ∂t4 = c5 + b1 − c4

∂t5 = c5 + a2 − c6, ∂t6 = c6 + b2 − c7

∂t7 = c8 + a2 − c7, ∂t8 = c1 + b2 − c8

由于 C0(F2) 中每一个链都是闭链，只由 {v, w} 组成，并且显然 [v] = [w]，因为

∂ci = v − w，因此 H0(F2) 的一组基为 {[v]}
下面考虑 H1(F2)：任取 σ = λ1a1 + λ2a2 + µ1b1 + µ2b2 + δ1c1 + · · ·+ δ8c8，如

果 σ 是闭链，则

∂σ = δ1 + · · ·+ δ8(v − w) = 0

即 σ 是闭链等价于 δ1 + · · · + δ8 = 0；而 σ 什么时候是边缘链呢？此时需要考察

C2(F2) 在 ∂ 下的像，直接计算有

∂(x1t1 + · · ·+ x8t8) =(x1 + x3)a1 + (x5 + x7)a2 + (x2 + x4)b1 + (x6 + x8)b2

+ (x1 + x8)c1 + (x2 − x1)c2 − (x2 + x3)c3 + (x3 − x4)c4
+ (x4 + x5)c5 + (x6 − x5)c6 − (x6 + x7)c7 + (x7 − x8)c8

从而 H1(F2) 的一组基为 {[a1], [b1], [a2], [b2]}
由于 C2(F2) 中的边缘链为零，因此为了计算 H2(F2), 只需要计算其中的闭链，

即我们的 xi ∈ Z 要满足如下的关系：

x5 = x6 = x1 = x2 = −x7 = −x8 = −x3 = −x4

因此不妨取 x1 = 1，那么 z2 = t1 + t2 − t3 − t4 + t5 + t6 − t7 − t8 所对应的等价类是

H2(F2) 的一组基。

总结如下，对于 H∗(F2)，我们有其一组基如下：

H0(F2) = span{[v]}

H1(F2) = span{[a1], [b1], [a2], [b2]}

H2(F2) = span{[z2]}

下面来确定其上同调群的一组对偶基：首先看 [v] 的对偶基 ε，如果 〈ε, v〉 = 1，那
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么 ε 一定至少形如 v∗ + kw∗，下面我们要求 ε 是闭的，即

〈δε, λ1a1 + λ2a2 + µ1b1 + µ2b2 +
8∑
i=1

kici〉 = 〈ε, ∂(λ1a1 + λ2a2 + µ1b1 + µ2b2 +
8∑
i=1

kici)〉

= 〈ε,
8∑
i=1

ki(v − w)〉

=
8∑
i=1

ki − k(
8∑
i=1

ki)

= 0

这要求我们选取 k = 1，即 [v] 的对偶基为 v∗+w∗；同样我们考虑 H1(F2) 的对偶基，

这里以 [a1] 作为例子：类似的思路，其对偶基至少要形如 α1 = a∗1 + λ2a
∗
2 + µ1b

∗
1 +

µ2b
∗
2 +

∑8
i=1 kic

∗
i，如果我们要求它闭，则：

〈δα1,
8∑
i=1

xiti〉 = 〈α1, ∂(
8∑
i=1

xiti)〉

根据之前的结果 {xi} 需要满足

x1 + x3 + λ2(x5 + x7) + µ1(x2 + x4) + µ2(x6 + x8)

+ k1(x1 + x8) + k2(x2 − x1) + k3(−x2 − x3) + k4(x3 − x4)

+ k5(x4 + x5) + k6(x6 − x5) + k7(−x6 − x7) + k8(x7 − x8) = 0

首先根据 x1, x3 的系数我们至少应该有1 + k1 − k2 = 0

1− k3 + k4 = 0

我们不妨令 k2 = k3 = 1, k1 = k4 = 0，然而我们取定 k1, k2, k3, k4 后，我们会发现剩

余 xi 前面的系数都是未知数20，那么只需要让剩下所有的未知数全取零，自然是一

个平凡的解，因此我们可以取 [a1] 的一个对偶基为 a∗1 + c∗2 + c∗3
21，其他的对偶基我

们直接罗列如下：
β1 = b∗1 + c∗3 + c∗4

α2 = a∗2 + c∗6 + c∗7

β2 = b∗2 + c∗7 + c∗8

20当然你也可以在前一步的时候令 k1 = k4 = −1, k2 = k3 = 0，但此时你会发现剩下的 xi 前面的系数不全是未

知数，因此我们之前的取法是大有深意的。
21姜书中此处直接给出了对偶基的形式，我们当然可以直接验证这些东西真的是对偶基，但是通过待定系数的方法

来具体计算一下为什么对偶基是长成这样是必要的，虽然会显得十分繁琐，但我认为做学问理应刨根问底。
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对于 H2(F2) 来说，其对偶基就相对容易选取，因为其中每一个上链都是闭的，

因此其对偶基可以选为下面的任何一个

ζ = t∗1 ∼ t∗2 ∼ −t∗3 ∼ −t∗4
∼ t∗5 ∼ t∗6 ∼ −t∗7 ∼ −t∗8

最后我们来计算双环面 F2 一维上同调类的上积和卡积：首先计算 α1 ∪ β1：

〈α1 ∪ β1, t2〉 = 〈α1, 1(t2)〉〈β1, (t2)1〉

= 〈a∗1 + c∗2 + c∗3, c2〉〈b∗1 + c∗3 + c∗4, b1〉

= 1

利用类似的重复计算我们可以得到

[αi] ∪ [βj ] = −[βj ] ∪ [αi] = δij [ζ]

[αi] ∪ [αj ] = [βi] ∪ [βj ] = 0

对于卡积，我们计算

α1 ∩ z2 = α1 ∩ t1 + α ∩ t2 + · · · − α1 ∩ t7 − α1 ∩ t8
= 〈α1, (t1)1〉 1(t1) + 〈α1, (t2)1〉 1(t2)− 〈α1, (t3)1〉 1(t3)

= c1 − c4
∼ −b1

因此 [α1] ∩ [z2] = −[b1]，利用重复计算我们可以得到

[αi] ∩ [z2] = −[bi]

[βi] ∩ [z2] = [ai]

5.2

给定拓扑空间 X,Y，以及 X × Y 到第一个分量 X 和第二个分量 Y 的投影

p1, p2，我们如下定义奇异同调群 Hp(X),Hq(Y ) 的叉积

5.2.1 (叉积). 任取 ξ ∈ Hp(X),Hq(Y )，定义

× : Hp(X)×Hq(Y )→ Hp+q(X × Y )

(ξ, η) 7→ p∗1(ξ) ∪ p∗2(η)

称为 Hp(X) 和 Hq(Y ) 的叉积。

这样定义叉积简单明了，但是相关性质并不明晰，我们想要在胞腔同调里发展

类似的乘积，用一种更加自然更加直观的方法来得出胞腔同调的叉积，再说明这种

叉积与我们在这里定义的是相同的。
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5.2.1 Künneth

我们先回顾一些代数上的知识：之前我们已经定义过了分次群的张量积，而对

于两个自由链复形 C = {Cq, ∂C}, D = {Dq, ∂
D} 来说，它们不仅仅是分次群，并且

带有一个边缘同态 ∂。如果考虑它们的张量积，作为分次群它们自然有

(C ⊗D)n =
⊕
p+q=n

(Cp ⊗Dq)

并且也应该有一个合适的边缘同态 ∂⊗，使得 C ⊗D 成为一个链复形。我们如下定

义：对于 cp ∈ Cp, dq ∈ Dq, p+ q = n，有

∂⊗
n (cp ⊗ dq) = ∂Ccp ⊗ dq + (−1)pcp ⊗ ∂Ddq

我们断言，C ⊗D = {(C ⊗D)n, ∂
⊗} 构成了一个链复形。这只需要验证 ∂⊗∂⊗ = 0，

直接验证22如下：

∂⊗
n−1∂

⊗
n (cp ⊗ dq) =∂⊗

n−1((∂pcp)⊗ dq + (−1)pcp ⊗ (∂qdq))

=(∂p−1∂pcp)⊗ dq + (−1)p−1(∂pcp)⊗ (∂qdq)

+ (−1)p(∂pcp)⊗ (∂qdq) + (−1)2pcp ⊗ (∂q−1∂qdq)

=0

5.2.2 (链映射的张量积). 给定两个链映射 f : C → C ′, g : D → D′，定义：

f ⊗ g : C ⊗D → C ′ ⊗D′

cp ⊗ dq 7→ fp(cp)⊗ gq(dq)

我们需要验证这样定义的链映射的张量积真的是一个链映射，即需要验证 ∂⊗(f⊗
g) = (f ⊗ g)∂⊗，直接验证如下：

∂⊗(f ⊗ g) (cp ⊗ dq) = ∂⊗ ((fpcp)⊗ (gqdq))

= (∂pfpcp)⊗ gqdq + (−1)p (fpcp)⊗ (∂qgqdq)

= (fp−1∂pcp)⊗ gqdq + (−1)p (fpcp)⊗ (gq−1∂qdq)

= (fp−1 ⊗ gq) ((∂pcp)⊗ dq) + (−1)p (fp ⊗ gq−1) (cp ⊗ (∂qdq))

= (f ⊗ g) ((∂pcp)⊗ dq + (−1)pcp ⊗ (∂qdq))

= (f ⊗ g)∂⊗ (cp ⊗ dq) .

5.2.1. 若 f ' f ′ : C → C ′, g ' g′ : D → D′，则必有 f ⊗ g ' f ′⊗ g′ : C⊗D →
C ′ ⊗D′。特别地，如果有链同伦等价 C ' C ′, D ' D′，则有

C ⊗D ' C ′ ⊗D′

22(−1)p 发挥了至关重要的作用
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5.2.1. 设 C,C ′, D,D′ 都是自由链复形，如果 H∗(C) ∼= H∗(C
′) 和 H∗(D) ∼=

H∗(D
′)，那么有

H∗(C ⊗D) ∼= H∗(C
′ ⊗D′)

证明. 根据定理 4.1.1，有 C ∼= C ′, D ∼= D′，因此根据命题 5.2.1，有 C⊗D ∼= C ′⊗D′，

从而 H∗(C ⊗D) ∼= H∗(C
′ ⊗D′)

5.2.2 (Künneth 公式). 设 C,D 是自由链复形，且 H∗(D) 是有限生成的自由

分次群，那么

H∗(C ⊗D) = H∗(C)⊗H∗(D), H∗(C ⊗D) = H∗(C)⊗H∗(D)

证明. 把分次群 H∗(D)看成是边缘算子为零的链复形，则根据 H∗(D) = H∗(H∗(D))

有 D ∼= H∗(D)，再根据定理 5.2.1，有

H∗(C ⊗D) = H∗(C ⊗H∗(D))

= H∗(C)⊗H∗(D)

5.2.1. 设 C,D 是自由链复形，且 H∗(C),H∗(D) 都是有限生成的，则 H∗(C⊗D)

也是有限生成的，并且 Betti 数 βn

βn(C ⊗D) =
∑
p+q=n

βp(C)βq(D)

因此 Poincaré 多项式满足

PC⊗D(t) = PC(t)PD(t)

有了代数形式的 Künneth 公式，我们想要通过其得到拓扑形式的 Künneth 公

式：给定拓扑空间 X,Y，如果有奇异链复形的同构 S∗(X × Y ) = S∗(X) ⊗ S∗(Y ) ，

那么根据代数形式的 Künneth 公式，我们可以直接得到其拓扑形式

H∗(X × Y ) = H∗(X)⊗H∗(Y )

但是对一般的拓扑空间来说，并没有那么美好的事情发生。因此我们有以下两种解

决思路：

1. 找一类特殊的拓扑空间，使得 S∗(X × Y ) = S∗(X)⊗ S∗(Y )

2. 如果我们想要得到H∗(X×Y ) = H∗(X)⊗H∗(Y )，实际上也不需要 S∗(X×Y ) =

S∗(X)⊗ S∗(Y )，只要有 S∗(X × Y ) ' S∗(X)⊗ S∗(Y ) 即可，即去寻找自然的

链同伦等价。

第一种解决思路导出的解决方案就是胞腔同调，而第二种办法则是 Eilenberg−Zilber
的工作，构造了 Eilenberg− Zilber 链映射。
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5.2.2 Künneth

假设 X,Y 都是有限胞腔复形，X 中 p 胞腔全体记作 {epi }，Y 中 q 胞腔全体记

作 {f qj }，那么根据胞腔复形的性质，X × Y 的 n 胞腔全体为 {epi × f
q
j }p+q=n。如果

我们把 epi × f
q
j 与 epi ⊗ f

q
j 等同起来不加以区分，那么我们就有我们期待的链复形的

同构，即
C∗(X × Y ) = C∗(X)⊗ C∗(Y )

C∗(X × Y ) = C∗(X)⊗ C∗(Y )

并且：

5.2.2. 链复形 C∗(X × Y ) 的边缘同态为

∂(epi ⊗ f
q
j ) = (∂epi )⊗ f

q
j + (−1)pepi ⊗ (∂f qj )

恰好是链复形张量积的边缘同态

5.2.3. 设 f : X → X ′, g : Y → Y ′ 都是胞腔复形之间的胞腔映射，则 f × g :

X × Y → X ′ × Y ′ 也是胞腔映射，并且胞腔链映射

(f × g)C# : C∗(X × Y )→ C∗(X
′ × Y ′)

恰好是链映射的张量积

fC# ⊗ fC# : C∗(X)⊗ C∗(Y )→ C∗(X
′)⊗ C∗(Y

′)

因此，根据代数形式的 Künneth 公式，我们有

5.2.3. 设 X,Y 是有限胞腔复形，并且 H∗(Y ) 是自由的，那么

H∗(X × Y ) = H∗(X)⊗H∗(Y )

H∗(X × Y ) = H∗(X)⊗H∗(Y )

5.2.2. 设 X,Y 是有限胞腔复形，则 Betii 数

βn(X × Y ) =
∑
p+q=n

βp(X)βq(Y )

并且 Poincaré 多项式满足

PC⊗D(t) = PC(t)PD(t)

为了更好的利用胞腔复形这样的性质，我们在自由链复形上继续介绍几种操作，

在之后我们会看到这些操作可以过渡到胞腔同调的上积、卡积、斜积与叉积。
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5.2.3

设 C,D 是自由链复形，基分别是 {cpi }, {d
q
j}，张量积链复形 C ⊗D 引起了同调

类之间的张量积运算

5.2.3 (下链的张量积). 双线性函数

⊗ : Cp ×Dq → (C ⊗D)p+q

(cpi , d
q
j) 7→ cpi ⊗ d

q
j

称为下链的张量积。

5.2.4. 下链的张量积的边缘公式为

∂(a⊗ b) = (∂a)⊗ b+ (−1)pa⊗ (∂b), a ∈ Cp, b ∈ Dq

因而诱导了下同调的张量积

Hp(C)×Hq(D)
⊗−→ Hp+q(C ⊗D)

5.2.4. 下同调张量积的基本性质：

1. 对于任意的 x ∈ Hp(C), y ∈ Hq(D), z ∈ Hr(E)，有

(x⊗ y)⊗ z = x⊗ (y ⊗ z)

2. 自然性：设 f : C → C ′, g : D → D′ 都是链映射，对任意的 x ∈ Hp(C), y ∈
Hq(D)，有

(f ⊗ g)∗(x⊗ y) = (f∗x)⊗ (f∗y)

5.2.4

5.2.4 (上链的张量积). 双线性函数

⊗ : Cp ×Dq → (C ⊗D)p+q

规定为

〈α⊗ β, a⊗ b〉 = 〈α, a〉〈β, b〉

5.2.1. 在上面的定义中，α ∈ Cp, β ∈ Dq, a ∈ Cp′ , b ∈ Dq′，满足 p+ q = p′ + q′，

但只有当 p = p′, q = q′ 时，才可能非零。

5.2.5. 上链的张量积的上边缘公式为

δ(α⊗ β) = (δα)⊗ β + (−1)pα⊗ (δβ), α ∈ Cp, β ∈ Dq

因而上链的张量积诱导出上同调类的张量积。
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5.2.5. 上同调张量积的基本性质：

1. 对于任意的 ξ ∈ Hp(C), η ∈ Hq(D), ζ ∈ Hr(E)，有

(ξ ⊗ η)⊗ ζ = ξ ⊗ (η ⊗ ζ)

2. 与下同调张量积的配对：对任意 ξ ∈ Hp(C), η ∈ Hq(D) 和任意 x ∈ Hp(C), y ∈
Hq(D)，有

〈ξ ⊗ η, x⊗ y〉 = 〈ξ, x〉〈η, y〉

3. 自然性：设 f : C → C ′, g : D → D′ 都是链映射，对任意的 ξ′ ∈ Hp(C ′), η′ ∈
Hq(D′)，有

(f ⊗ g)∗(ξ′ ⊗ η′) = (f∗ξ′)⊗ (f∗η′)

5.2.5

5.2.5 (上下链的斜积). 双线性函数

\ : Dq × (C ⊗D)p+q → Dp

(β, a⊗ b) 7→ 〈β, b〉 · a

5.2.6. 上下链的斜积的边缘公式是

∂(β\c) = (−1)p(δβ)\c+ β\(∂c), β ∈ Dq, c ∈ (C ⊗D)p+q

因而链的斜积诱导出上下同调的斜积。

5.2.6. 斜积的基本性质：

1. 对于任意的 η ∈ Hq(D), ζ ∈ Hr(E), w ∈ Hp+q+r(C ⊗D ⊗ E)，有

(η ⊗ ζ)\w = η\(ζ\w)

2. 对偶性：对任意 ξ ∈ Hp(C), η ∈ Hq(D), z ∈ Hp+q(C ⊗D)，有

〈ξ ⊗ η, z〉 = 〈ξ, η\z〉

3. 自然性：设 f : C → C ′, g : D → D′ 都是链映射，对任意的 η′ ∈ Hq(D′), z ∈
Hp+q(C ⊗D)，有

f∗((g
∗η′)\z) = η′\(f × g)∗z
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5.2.6

在前几节中介绍了上下同调的张量积以及斜积，再次利用胞腔复形良好的性质

C∗(X × Y ) = C∗(X)⊗ C∗(Y )

我们得到了以下三种运算

下同调叉积：Hp(X)×Hq(X)
×−→ Hp+q(X)

上同调叉积：Hp(X)×Hq(X)
×−→ Hp+q(X)

上下同调斜积：Hq(X)×Hp+q(X)
\−→ Hp(X)

在之后我们将证明，这样定义的胞腔同调的叉积，与我们把胞腔同调与奇异同调做

等同，然后考虑我们在一开始定义的奇异同调定义的叉积是一样的。

5.2.7

用 ∆ : X → X ×X 来记胞腔复形 X 的对角线映射，它诱导的下同调同态和上

同调同态和胞腔同调的叉积与斜积结合起来，得到胞腔同调下的上积与卡积。

5.2.6. 下面的交换图表定义了一个双线性运算 ∪ : Hp(X)×Hq(X)→ Hp+q(X)，

称为 X 上同调的上积

Hp(X)×Hq(X) Hp+q(X)

Hp+q(X ×X) Hp+q(X)

∪

×

∆∗

5.2.7. 上积的基本性质：

1. 结合性：对任意的 ξ1, ξ2, ξ3 ∈ H∗(X)，有

(ξ1 ∪ ξ2) ∪ ξ3 = ξ1 ∪ (ξ2 ∪ ξ3)

2. 有单位：用 ε ∈ C0(X) 记在 X 的每一个 0 胞腔上取值都是 1 的胞腔上链，则

ε ∪ ξ = ξ ∪ ε = ξ, ∀ξ ∈ H∗(X)

3. 自然性：在映射 f : X → Y，对任意的 η1, η2 ∈ H∗(Y )，有

f∗(η1 ∪ η2) = (f∗η1) ∪ (f∗η2), f∗(εY ) = εX

4. 交换性：对任意 ξ1 ∈ Hp(X), ξ2 ∈ Hq(X)，有

ξ1 ∪ ξ2 = (−1)pqξ2 ∪ ξ1
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5.2.7. 下面的交换图表定义了一个双线性运算 ∩ : Hq(X) × Hp+q(X) →
Hp(X)，称为 X 上下同调的卡积

Hq(X)×Hp+q(X) Hp(X)

Hq(X)×Hp+q(X ×X) Hp(X)

∩

id ×∆∗

\

5.2.8. 卡积的基本性质：

1. 结合性：对任意的 ξ1, ξ2 ∈ H∗(X), x ∈ H∗(X)，有

(ξ1 ∪ ξ2) ∩ x = ξ1 ∩ (ξ2 ∩ x)

2. 对偶性：对任意的 ξ1 ∈ H∗(X), ξ2 ∈ H∗(X), x ∈ H∗(X)，有

〈ξ1 ∪ ξ2, x〉 = 〈ξ1, ξ2 ∩ x〉

3. 有单位：上积的单位也是卡积的单位；

4. 自然性：在映射 f : X → Y，对任意的 η ∈ H∗(Y ), x ∈ H∗(X)，有

f∗((f
∗η) ∩ x) = η ∩ (f∗x)

5.2.8 Eilenberg-Zilber

设 X,Y 是拓扑空间，S∗(X), S∗(Y ) 都是自由链复形，此时一般 S∗(X × Y ) 6=
S∗(X)⊗ S∗(Y )，但是我们有下面的定理

5.2.9 (Eilenberg-Zilber 定理). 对于拓扑空间 X,Y，存在自然的链同伦等价

S∗(X)⊗ S∗(Y ) ' S∗(X × Y )

即存在自然的链同伦等价

S∗(X)⊗ S∗(Y )
Φ−→ S∗(X × Y )

Ψ−→ S∗(X)⊗ S∗(Y )

5.2.2. 定理中的链同伦等价在同伦的意义下是唯一的，即如果 Φ′,Ψ′ 是另一对自

然的链同伦等价，则必然有链同伦 Φ ' Φ,Ψ ' Ψ′

5.2.3. Φ,Ψ 及其对偶诱导的同调群以及上同调水平的同构，一概称为 Eilenberg− Zilber
同构，简称为 EZ

5.2.4 (EZ 的构造). 用 p1, p2 分别记 X × Y 到第一个分量 X 和第二个分量 Y

的投影。对于 n 维奇异单形 σ : ∆n → X × Y，用 iσ 记 σ 的前 i 维面，σj 记 σ 的

后 j 维面，则一个链同伦等价 EZ : S∗(X × Y )→ S∗(X)⊗ S∗(Y ) 是

EZ(σ) =
∑
i+j=n

ρ1#(iσ)⊗ ρ2#(σj)
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5.2.10 (Künneth 公式). X,Y 是拓扑空间，H∗(Y ) 是有限生成的自由阿贝尔

群，那么
H∗(X × Y ) = H∗(X)⊗H∗(Y )

H∗(X × Y ) = H∗(X)⊗H∗(Y )

5.2.3. X,Y 是拓扑空间，H∗(X),H∗(Y ) 是有限生成的自由阿贝尔群，则H∗(X×
Y ) 也是有限生成的，并且 βn(X × Y ) =

∑
i+j=n βi(X)βj(Y )，即 Poincaré 多项式

满足

PX×Y (t) = PX(t)PY (t)

5.2.9

5.2.8 (奇异上链的叉积). X,Y 是拓扑空间，双线性函数

Sp(X)× Sq(X)
⊗−→ Sp(X)⊗ Sq(X)

EZ−→ Sp+q(X × Y )

称为奇异上链的叉积，记作 Sp(X)× Sq(X)
×−→ Sp+q(X × Y )

5.2.7. 奇异上链的叉积的上边缘公式是

δ(α× β) = δα× β + (−1)pα× δβ, α ∈ Sp(X), β ∈ Sq(Y )

它诱导了上同调层面的叉积 Hp(X)×Hq(X)
×−→ Hp+q(X × Y )

5.2.8. X 是拓扑空间，∆ : X → X ×X 是对角线映射，则有交换图表，从而

在同调群的层面上有

ξ ∪ η = ∆∗(ξ × η)

5.2.9. X,Y 是拓扑空间，则有交换图表，即对任意 α ∈ Sp(X), β ∈ Sq(Y )，有

α× β = p#
1 (α) ∪ p

#
2 (β)，从而在同调的水平上有

ξ × η = p∗1(α) ∪ p∗2(η)

5.2.5. 这个命题揭示了我们为什么在一开始要如此定义奇异同调的叉积。

5.3 Poincaré

5.3.1 (正则胞腔复形). 假设 X 是有限胞腔复形，若还满足

1. 对每一个 q 胞腔 eqi，存在同胚 ϕqi : (D
q, Sq−1) → (eqi , ė

q
i )，即特征映射可以取

成同胚；

2. 每一个胞腔的边缘都是 X 中胞腔的并。

94



5.3.1. 每个正则胞腔复形可以通过重心重分加细成一个有限单纯复形。

5.3.1. 一个闭的光滑流形 Mn 都有一个有限正则胞腔剖分，称带正则胞腔剖

分的 Mn 为胞腔流形。

5.3.2 (基本类/定向类). 设 Mn 是胞腔流形，如果 Mn 的全体 n 胞腔选取定

向，使得每两个相邻的 n 胞腔在其公共的 n− 1 面上诱导出相反的定向，等价地说∑
sn∈Mn sn 是闭链，则称 Mn 可定向，否则称其不可定向。此时称 Zn =

∑
sn∈Mn sn

叫做定向闭链，其代表的同调类 [M ] 叫做 Mn 的基本类（定向类）。

5.3.2. 考虑 Z2 系数时，Zn =
∑

sn∈Mn sn 总是 Z2 系数的闭链，

5.3.2 (Poincaré 对偶). Mn 是 n 维可定向流形，则

1. 有对偶 D : Hq(M)→ Hn−q(M), ∀0 ≤ q ≤ n

2. Dξ = ξ ∩ [M ]，即如下的交换图表

5.3.3 (Z2 系数的 Poincaré 对偶). Mn 是 n 维流形，则

1. 有对偶 D : Hq(M ;Z2)→ Hn−q(M ;Z2), ∀0 ≤ q ≤ n

2. Dξ = ξ ∩ [M ]，即如下的交换图表

5.3.1. 奇数维流形的欧拉示性数为零。

5.3.2. 设 Mn 是连通的闭流形，则

Hn(M) =

Z, Mn 可定向

0, Mn 不可定向
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