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1 线性方程组

1.1 引言

PageRank 是 Google 最早的用来计算网页连接的算法，我们考虑一个简单的模
型：例如我们有 1, 2, 3, 4 四处网址，相互的超链接情况如下：

图 1: 简答的网页连接模型

其中 xi 分别表示第 i 处网页的重要度。对于 1号网页来说，它的重要度（流量）
分成了三份，分别给了 2, 3, 4：

图 2: 1 号网页的流量流出

另一方面，有 2, 4 号网页的流量流入 1 号网页：

图 3: 1 号网页的流量流入

为了简单起见，我们认为这些流出的流量是被平均分配的，因此根据相互超链
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接的关系得到如下的一些等式：

x1 =
1
2
x1 + x4

x2 =
1
3
x1 +

1
2
x3

x3 =
1
3
x1

x4 =
1
3
x1 +

1
2
x2 +

1
2
x3.

通过消元法求解，我们可以得到所有的解形如
x1

x2

x3

x4

 = t ·


2
3
4
3
4
3

1

 ,

其中 t 为任意实数。
对于一般的网络连接形式，我们可以问以下问题：

1. 是否一定存在非零解?

2. 解是否都是形如如上的形式? 是否各个分量的比例相同，而且可以同为正？

3. 如何求解，以及哪种算法在实际中效率更高？

我们这门课的主要问题：求解线性方程组，了解解的结构。

1.2 列向量空间与线性函数

接下来，我们解释三个方面的问题

1. 在什么集合（空间）上求解？

2. 什么是线性方程？

3. 如何求解？

1.2.1 列向量空间以及加法，数乘运算

我们记 R 为全体实数的集合。在例子中我们有

x =


x1

x2

x3

x4
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其中 xi 都是实数, 这样的 x 被称为一个长度为 4 的实数组. 如果我们考虑长度为 2

的实数组全体构成的集合

{

(
x1

x2

)
| x1, x2 ∈ R},

这个集合记做 R2, 并且这个集合中的元素一一对应于平面上的点. 同时, R2 中的点
P 也可以一一对应与从原点到这个点的向量 O⃗P , 如下图所示:

图 4: 点与向量的一一对应

类似的, 我们可以认为 R3 一一对应于三维空间中的点.

定义 1.2.1 (列向量空间). 列向量空间 (column vector space)定义为如下的集合

Rn = {



x1

x2

x3

...
xn


| xi ∈ R},

其中的元素称为列向量 (column vector)

定义 1.2.2 (加法和数乘). Rn 上可以定义如下两种运算:

(1) 加法 (addition): 

x1

x2

x3

...
xn


+



y1

y2

y3
...
yn


=



x1 + y1

x2 + y2

x3 + y3
...

xn + yn


.
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(2) 数乘 (scalar product): 任取实数 c ∈ R, 定义

c



x1

x2

x3

...
xn


:=



cx1

cx2

cx3

...
cxn


.

注 1.2.1. 向量的加法和数乘有其对应的几何意义, 对于 R2 来说, 其中向量的加法
和数乘的几何意义可以通过如下具体图形象的展示:

图 5: 向量加法与数乘的几何意义

接下来，我们考虑线性函数:

定义 1.2.3. 对于 Rn 上的函数 F : Rn → R, 如果存在 a1, . . . , an ∈ R 是常数, 使得
F 有如下表达式

F (x) = a1x1 + · · ·+ anxn

那么称 F 是 Rn 上的线性函数 (linear function).

例 1.2.1. 如下的 F 是 R2 上的线性函数:

F : R2 → R(
x1

x2

)
7→ (x1 + 1)2 − (x1 − 1)2 + (x2 − 1)2 − (x1 + 1)2

定理 1.2.1 (线性函数的运算性质等价描述). 函数 F : Rn → R 是线性函数当且仅当
F 满足:
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(1) 对任意 x, y ∈ Rn, 有
F (x+ y) = F (x) + F (y)

(2) 对任意 c ∈ R, x ∈ Rn, 有
F (cx) = cF (x)

证明. 如果 F 是线性函数, 可以直接验证 F 满足 (1), (2) 两条性质; 另一方面, 如果
F 满足 (1), (2), 我们记

a1 = F (


1

0
...
0

), a2 = F (


0

1
...
0

), . . .

则

F (


x1

0
...
0

) = a1x1, F (


0

1
...
0

) = a2x2, . . .

那么任取 v1, . . . , vm ∈ Rn, 则

F (v1 + v2 + · · ·+ vm) = F ((v1 + · · ·+ vm−1) + vm)

= F (v1 + · · ·+ vm−1) + F (vm)

= F (v1) + · · ·+ F (vm)

因此,

F (


x1

x2

...
xn

) = F (


x1

0
...
0

+· · ·+


0

0
...
xn

) = F (


x1

0
...
0

)+· · ·+F (


0

0
...
xn

) = a1x1+· · ·+anxn

命题 1.2.1. 如果 F 是线性函数, 那么 F (


0

0
...
0

) = 0.
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证明. 任意取 0 6= c ∈ R, 根据定义则有

F (c


0

0
...
0

) = cF (


0

0
...
0

),

因此 F (


0

0
...
0

) = 0.

例 1.2.2. 如下的 F1, F2 不是 R2 上的线性函数:

F1 : R2 → R(
x1

x2

)
7→ x1 + x4 + 4,

F2 : R2 → R(
x1

x2

)
7→ x2

1 + x2
2

对于函数 F1, 通过直接的计算得到 F1(

(
0

0

)
) 6= 0, 从而利用命题1.2.11.2.1可知 F1 不是

线性函数. 对于函数 F2, 我们可以发现

F2(

(
1

0

)
) = 1, F2(2

(
1

0

)
) = 4 6= 2,

从而根据线性函数的定义中第二条可知 F2 不是线性函数.

定义 1.2.4. Rn 上 m 个线性函数 F1, F2, . . . , Fm 和 m 个实数 b1, b2, . . . , bm 满足的
方程组 

F1(x) = b1

F2(x) = b2
...

Fm(x) = bm

称为 n 个变元的线性方程组 (system of linear equations), 带入方程组使得其成立的
x 称为线性方程组的解 (solution of system of linear equations)

7



注 1.2.2. 我们可以给线性方程组如下的一些几何解释:

(1) 在 R2 中, 单个线性函数 F1(x) = a1x1 + a2x2 以及实数 b1 给出的线性方程组
a1x1 + a2x2 = b1 的解是 R2 中的一条直线.

(2) 在 R2 中, 根据 (1) 的几何解释不难理解如下线性方程组a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

的解是 R2 中两条直线的交点. 注意, 在 R2 中两条直线不一定相交, 即如上线
性方程组不一定有有解, 但是如果有解一定只有唯一解.

(3) 在 R3 中, 如下线性方程组a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

的解可以看成是 R3 中两个平面的交线. 注意: 在 R3 中两个平面不一定相交,
即如上线性方程组不一定有有解, 并且如果相交, 也是交出一条线, 即此时解不
唯一.

(4) 在更高维中也有同样的解释: 由一个线性函数给出的线性方程的解可以看成是
一个低一维的超平面, 而多个线性函数给出的线性方程组的解则是这些超平面
的交.

1.3 高斯消元法和最简阶梯型

根据注记1.2.21.2.2可知对于一个线性方程组其可能没有解, 并且即使有解也不一定
只有唯一解, 那么该如何求解线性方程组呢? 在本节中我们将利用高斯消元法, 来求
解一般的线性方程组. 我们先来看下面的一个简单的例子.

例 1.3.1. 
4x2 − x3 = 7 (r1)

x1 + 2x2 = 5 (r2)

2x1 + x3 = 3 (r3)

显然我们交换 r1, r2 不改变上述方程组的解, 因此我们得到:
x1 + 2x2 = 5 (r′1)

4x2 − x3 = 7 (r′2)

2x1 + x3 = 3 (r′3)
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我们考虑如下操作: 保持 r′1, r
′
2 不变, 用 r′3 减去 2r′1, 得到如下的方程组:
x1 + 2x2 = 5 (r′′1 )

4x2 − x3 = 7 (r′′2 )

−4x2 + x3 = −7 (r′′3 )

上述操作并不改变方程组的解, 因为可由 r′′1 , r
′′
2 , r

′′
3 恢复出 r′1, r

′
2, r

′
3. 类似的最后再

保持 r′′1 , r
′′
2 不变, 用 r′′3 加上 r′′2 , 得到

x1 + 2x2 = 5

4x2 − x3 = 7

0 = 0

对于上述方程组我们可以用 x3 来如下的表示 x1, x2, 其中 x3 可以取任意的实数

x1 = −1

2
x3 +

3

2

x2 =
1

4
x3 +

7

4

因此我们可以将方程组的解写作
x1

x2

x3

 = x3


− 1

2
1
4

1

+


3
2
7
4

0


注 1.3.1. 根据上述结果可以发现该线性方程组有无穷组解, 这对应于几何解释中 R3

中三个平面相交出一条线.

回顾例1.3.11.3.1, 在解方程中我们主要用到了如下三种操作:

(E1) 交换方程组的某两行.

(E2) 将某一行乘以非零常数 c.

(E3) 将某一行的非零常数 c 倍加到另一行上.

我们称如上的三种操作为基础行变换 (elementary row operations). 不难发现基础行
变换均可逆, 并且其逆也是基础行变换.

定义 1.3.1. 有限个基础行变换的复合称为行变换 (row operations).

命题 1.3.1. 行变换均可逆, 并且其逆也为行变换.

证明. 因为基础行变换可逆,且其逆也为基础行变换,并且操作O1O2的逆为O−1
2 O−1

1 .
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推论 1.3.1. 行变换不改变线性方程组的解.

由于作行变换只关注方程的系数以及右侧常数项, 因此对于如下的线性方程组

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + · · ·+ a2nxn = b1
...

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

我们将其系数及常数项提出来记作

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . .
...

am1 am2 . . . amn

 b =


b1

b2
...
bm


并将这个线性方程组记做 Ax = b, 这也引出了矩阵的概念.

定义 1.3.2. 由 m× n 个数 aij 排成的 m 行 n 列的 (实) 数表称为 m 行 n 列矩阵
(matrix), 记做 (aij)m×n ∈ Mm×n(R). 当 m = n 时, A ∈ Mn×n(R) 被称为 n 阶方阵
(square matrix).

例 1.3.2. In ∈ Mn×n(R) 是只有 (i, i) 元为 1, 其余分量为零的矩阵, 称为单位矩阵
(identity matrix).

对于线性方程组 Ax = b, A 称为系数矩阵 (coefficient matrix), (A, b) 称为增广
矩阵 (augmented matrix), 并将上述方程记作 Ax = b. 现在我们即可以通过行变换
来操作我们的增广矩阵, 使其最终的形式方便于我们求解, 那么究竟该操作到什么样
子为止呢?
根据例1.3.11.3.1, 我们发现如果我们的增广矩阵有如下的形式, 线性方程组可以直接

求解:

(1) 所有非零行在零行的上面.

(2) 对某一非零行, 称最左边的非零元为主元 (pivot), 第 i 行的主元严格比第 i+ 1

行的主元靠左.

满足上述条件的矩阵称为行阶梯型 (row echelon form), 并且如果主元所在列的其他
元素均为零, 主元本身为 1, 则称此时为最简行阶梯型 (reduced row echelon form).

定理 1.3.1. 矩阵 A 可通过行变换变成最简行阶梯型, 并且该最简行阶梯型不依赖
于行变换的选取, 记作 rrefA.
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证明. 对 m× n 矩阵的列作归纳: 假设 n = 1 时, 对于 m× 1 矩阵

A =


a11

a21
...

am1


如果 a11 = · · · = am1 = 0, 则此时已经是最简行阶梯型. 若 a11 = a21 = · · · =

a(k−1)1 = 0, ak1 6= 0, 那么通过 (E1) 将 ak1 换到第一行, 用 (E2) 将第一行乘以
(ak1)

−1 使得主元变为 1, 再用 (E3) 将第一行以下变为零, 因此此时最简行阶梯型为

rrefA =


1

0
...
0


并且不依赖于行列变换的选取. 假设对列数为 n 的时候成立, 对于 m× (n+ 1) 的矩
阵 A, 将其写作 A = (B, y), 其中 B 是 m× n 矩阵. 根据归纳假设 B 可由行变换得
到最简行阶梯型, 记作 B′, 将同样的变换作用在 A 上得到 A′ = (B′, y′). 如果 B′ 没
有非零行, 则次数 A′ 已经是最简行阶梯型. 如果 B′ 从 k + 1 行开始是零行, 则对

y′k+1

...
y′m


应用 n = 1 时的结论, 可做行变换得到最简行阶梯型, 同时也对 B′ 作. 但由于行变
换不改变零矩阵, 因此不改变 B′, 得到的矩阵记作 A′′. 考虑如下两种情况:

(1) 如果

rref(


y′k+1

...
y′m

) =


0
...
0


则此时 A′′ 已经是最简行阶梯型.

(2) 如果

rref(


y′k+1

...
y′m

) =


1
...
0


则作 (E3) 将第 k+1 行加到第 1, 2, . . . , k 行, 将 y′1, . . . , y

′
k 变成零, 此时得到的

矩阵也是最简行阶梯型.
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最简行阶梯形的唯一性之后再证明，一个好的材料是第一位女菲尔兹奖得主写
的短文”A Simple Proof of a Theorem of Schur”，https://doi.org/10.1080/00029890.1998.12004879”

1.4 线性方程组解的结构

定义 1.4.1. 对于线性方程组的系数矩阵 A, rrefA 中主元对应的未知元称为主元
(principal unknowns), 其余未知元称为自由元 (free unknowns).

例 1.4.1. 例如线性方程组 Ax = b, 其中

A =



1 0 3 5 0 1

0 1 2 1 0 2

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


b =



b1

b2

b3

b4

b5


则 x1, x2, x5 是主元, x3, x4, x6 是自由元. 并且根据上述最简行阶梯型, 我们可以直
接分析出方程组的解的情况:

1. 如果 b4 或者 b5 不是零, 则方程组 Ax = b 无解.

2. 如果 b4 = b5 = 0, 则 x3, x4, x6 取定任意实数后, 主元由方程组唯一确定:

x1 = b1 − 3x3 − 5x4 − x6

x2 = b2 − 2x3 − x4 − 2x6

x5 = b3

定理 1.4.1 (线性方程组解的结构定理). 对于方程 Ax = b, 用行变换将 (A, b) 化作
最简行阶梯型 (A, b), 则

(1) 方程有解等价于 A 的零行对应的 bi 也是零.

(2) 方程有解时自由元可以任意取值, 且自由元的每一组取值都唯一决定了一组解.
特别地, 方程有唯一解当且仅当没有自由元.

推论 1.4.1. 线性方程组 Ax = b

(1) 有解当且仅当 rankA = rank(A, b).

(2) 有唯一解当且仅当 rankA 等于 A 的列数相同.

定义 1.4.2. 方程 Ax = 0 称为齐次线性方程组 (system of homogeneous linear
equations).
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定理 1.4.2. 齐次线性方程组 Ax = 0 的解在加法和数乘下封闭.

证明. 注意到
A(x+ y) = Ax+Ay

A(cx) = cAx

定理 1.4.3. 对于线性方程组 Ax = b, 如果 x̃ 是其某一解 (特解), 则 Ax = b 的所有
解均可唯一的表达为 x = y + x̃, 其中 y 是 Ax = 0 的解.

证明. 只需验证如下两点:

(1) 验证 y + x̃ 是解.

(2) 验证当 x 是解时, x = (x− x̃) + x̃, 其中 x− x̃ 满足 Ax = 0.

注 1.4.1. 从几何上来看, 齐次线性方程组 Ax = 0 的解构成了 Rn 中的一个对加
法数乘封闭的子集, 之后我们会用更抽象的观点去描述这种子集, 并称其为一个子空
间. 而 Ax = b 的解相当于是将这个子空间做了平移.

定义 1.4.3. 对于矩阵 A, 其主元的个数被定义为 A 的秩 (rank), 记做 rankA.

定义 1.4.4. 对于线性方程组 Ax = b, 我们有如下定义:

(1) 如果方程有解, 我们称这个线性方程组是相容的 (consistent).

(2) 如果方程无解, 我们称这个线性方程组是不相容的 (inconsistent).

(3) 如果方程有唯一解, 我们称这个线性方程组是确定的 (definite).

推论 1.4.2.

(1) 线性方程组 Ax = b 是相容的等价于 rankA = rank(A, b).

(2) 线性方程组 Ax = b 是确定的等价于 Ax = b 是相容的, 且 rankA 等于 A 的列
数.

定理 1.4.4. 对于 n 阶方阵 A, 线性方程组 Ax = b 是否有唯一解只取决于 A, 与 b

无关.

证明. 根据推论1.4.21.4.2可知, Ax = b 有唯一解等价于 rankA = n.
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例 1.4.2 (Shafarevich-Remizov). 对于互不相同的实数 c1, . . . , cr, 以及任意实数
k1, . . . , kr, 存在唯一的次数小于等于 r−1 的多项式 f(x) = a0+a1x+ · · ·+ar−1x

r−1

使得对于任意 i = 1, . . . , r 使得
f(ci) = ki (1)

证明. 注意到 (11) 是关于 a0, . . . , ar−1 这 r 个未知元的线性方程组, 不妨记做

A


a0

a1
...

ar−1

 =


k0

k1
...

kr−1

 .

根据线性方程组的解的结构定理, 上述方程组有唯一解当且仅当下面的线性方程组
有唯一解

A


a0

a1
...

ar−1

 =


0

0
...
0

 .

这等价于 c1, . . . , cr 是 f(x) 的根, 而以 c1, . . . , cr 为根的次数不超过 r − 1 的多项式
是唯一的, 从而说明了 (11) 解的唯一性.

1.5 选讲: 最简行阶梯形唯一性的证明

令 A 是一个 m × n 阶的矩阵, 在本节中我们介绍如何证明最简行阶梯形 rrefA
的唯一性.

证明. 我们对 n 做归纳法来证明: 当 n = 1 时, rrefA 只有如下两种情况:
0

0
...
0

 ,


1

0
...
0

 .

注意到行变换将零矩阵变成零矩阵, 并且由于行变换可逆, 从而行变换将非零矩阵变
成非零矩阵. 因此在 n = 1 的情况, 最简行阶梯形 rrefA 是否为零完全由 A 是不是
零来决定.
现在假设命题对列数是 n 的情况都成立, 对于 n+ 1 列的矩阵 A, 我们将其写成

A = (B, y) 的形式, 其中 B 是一个 n 列的矩阵, y 是一个列向量. 假设此时 rrefA 有
A′ = (B′, y′) 和 A′′ = (B′′, y′′) 两种形式, 则 B′ 和 B′′ 都是由 B 经过行变换得到,
且都是最简行阶梯形, 从而根据归纳假设 B′ = B′′.
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现在考虑线性方程组

B


x1

x2

...
xn

 = y. (2)

由于行变换不改变线形方程组解的情况, 从而方程组 (22) 等价于如下两种方程组

B


x1

x2

...
xn

 = y′, B


x1

x2

...
xn

 = y′′.

对于方程组 (22), 我们有如下两种情况:

(i) (22) 无解, 此时是不相容情形. 假设 B 的秩为 r, 那么

y′ =



0

0
...
1

0
...
0


= y′′,

其中 1 位于第 r + 1 行.

(ii) (22) 有解. 假设 B 的秩为 r, 并且主元分别在 i1, . . . , ir 列. 令自由元均取 0, 则
得到关于 xi1 , . . . , xir 这 r 个未知元的线性方程组, 并且有解:

xi1 = y′1, . . . , xir = y′r,

或者
xi1 = y′′1 , . . . , xir = y′′r .

但由于此时解是唯一的, 从而 y′ = y′′, 从而得到最简行阶梯形 rrefA 是唯一的.

1.6 选讲: 舒伯特胞腔

例 1.6.1. 考虑 2 × 3 阶矩阵 A, 满足 rankA = 2, 则 Ax = 0 这个线性方程组的解
反映在 R3 中的几何意义则是 R3 中穿过原点的直线. 由于 rankA = 2, 则最简行阶
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梯形 rrefA 拥有的可能性如下:(
1 0 a1

0 1 a2

)
,

(
1 b1 0

0 0 1

)
,

(
0 1 0

0 0 1

)
.

所以 R3 中通过原点的直线的集合 G(1, 3) 一一对应于

R2
∐

R
∐

R
∐

R0,

其中 R0 表示单点集.

例 1.6.2. 考虑 2 × 3 阶矩阵 A, 满足 rankA = 1, 则 Ax = 0 这个线性方程组的解
反映在 R3 中的几何意义则是 R3 中穿过原点的二维平面. 由于 rankA = 1, 则最简
行阶梯形 rrefA 拥有的可能性如下:(

1 a1 a2

0 0 0

)
,

(
0 1 b

0 0 0

)
,

(
0 0 1

0 0 0

)

所以 R3 中通过原点的平面的集合 G(2, 3) 一一对应于

R2
∐

R
∐

R
∐

R0.

例 1.6.3. 考虑 2 × 4 阶矩阵 A, 满足 rankA = 2, 则 Ax = 0 这个线性方程组的解
反映在 R4 中的几何意义则是 R4 中穿过原点的二维平面. 由于 rankA = 2, 则最简
行阶梯形 rrefA 拥有的可能性如下:(

1 0 a1 a2

0 1 a3 a4

)
,

(
1 b1 0 b2

0 0 1 b3

)
,

(
1 c1 c2 0

0 0 0 1

)
,

(
0 1 0 d1

0 0 1 d2

)
,

(
0 1 e 0

0 0 0 1

)
,

(
0 0 1 0

0 0 0 1

)
.

所以 R3 中通过原点的平面的集合 G(2, 4) 一一对应于

R4
∐

R3
∐

R2
∐

R2
∐

R
∐

R
∐

R0.

1.7 选讲: 域

回忆高斯消元法, 其操作只取决于加减乘除运算, 如果对于线性方程组 Ax = b,
矩阵 A 和列向量 b 中的元素均在 Q 中, 则 rref (A, b) 中的元素也均在 Q 中. 因此线
性方程组的求解可以推广到任何域上, 即某种拥有加减乘除的代数结构.

定义 1.7.1. 一个集合 F 被称为一个域 (field), 如果其上拥有如下两种运算:

(1) +: F × F → F, (a, b) 7→ a+ b;
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(2) × : F × F → F, (a, b) 7→ ab.

并且满足:

• 存在 0,1 ∈ F , 使得任取 m ∈ F 有 0 +m = m, 1m = m;

• 任取 m ∈ F , 存在 −m ∈ F 使得 m+ (−m) = 0;

• 任取 0 6= m ∈ F , 存在 m−1 使得 mm−1 = 1;

• 任取 a, b, c ∈ F , 有如下结合律, 交换律和分配律:

(i) a+ b = b+ a, (a+ b) + c = a+ (b+ c);

(ii) ab = ba, (ab)c = a(bc);

(iii) (a+ b)c = ac+ bc, c(a+ b) = ca+ cb;

例 1.7.1. 实数 R, 有理数 Q, 复数 C 都是域.

例 1.7.2. 在 R2 上定义

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)

(a, b)× (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).

直接验证可知上述运算满足结合律, 交换律和分配律. 其中 0 = (0, 0), 1 = (1, 0). 任
取 (a, b) ∈ R2, 我们有 −(a, b) = (−a,−b). 对于 (a, b) 6= (0, 0), 我们有

(a, b)−1 = (
a

a2 + b2
,

−b

a2 + b2
).

注 1.7.1. 这实际上用 R2 构造了复数 C, 即 (a, b) 对应于 a+
√
−1b.
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1.8 作业一

这次作业里所有矩阵不加说明都是实数矩阵.

1.8.1 基础题

本部分题必做.

习题 1.8.1. 用消元法解线性方程组

1. 关于两个变元 x1, x2 的线性方程组{
x1 − 2x2 = 1

2x1 − x2 = 2

2. 关于四个变元 x1, x2�x3, x4 的线性方程组
x1 − 2x2 + 3x3 − 4x4 = 4

x2 − x3 + x4 = −3

x1 + 3x2 + x4 = 1

−7x2 + 3x3 + x4 = −3

3. 关于三个变元 x, y, z 的线性方程组


2x+ y − z = 8

−3x− y + 2z = −11

−2x+ y + 2z = −3

习题 1.8.2. 讨论 λ 取何值时，线性方程组
λx1 + x2 + x3 = 1

x1 + λx2 + x3 = λ

x1 + x2 + λx3 = λ2

有唯一解，无穷多解，无解，并在有解时求其解。

习题 1.8.3. 考虑包含 m 个主元的最简阶梯型的 m× n 的实矩阵, 如果主元出现的
位置相同的这样的矩阵视作一类，求不同的种类数有多少？

习题 1.8.4. 考虑一个连通无向无圈无多重边的有限图 G. 令 V 是顶点的集合, 将其
视为网页，构造如下网络. 如果两个顶点之间有边连接，则假设两个网页之间有彼此
两个方向之间的超链接连接. 我们利用 Google 的 PageRank 算法得到关于每个网页
重要性 (xi)i∈V 的线性方程组. 证明此时 xi 等于经过顶点 i 的边数是这个方程组的
一组解.
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习题 1.8.5. 构造一个 3 阶方阵, 其 9 个元素各不相同, 且行简化阶梯形有且只有一
个主元.

习题 1.8.6. 设

A =


1 1 0

−1 0 1

0 −1 −1

 , b =


b1

b2

b3

 .

证明

1. Ax = b 有解当且仅当 b1 + b2 + b3 = 0.

2. Ax = 0 的解集是 {kx1 : k ∈ R}, 其中 x1 =


1

−1

1

.

3. 当 Ax = b 有解时, 若 x0 是一个解, 则解集是 {x0 + kx1 : k ∈ R}.
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1.9 作业二

这次作业里所有矩阵不加说明都是实数矩阵.

1.9.1 基础题

本部分题必做.

习题 1.9.1. 把下列矩阵化为最简行阶梯型: (默认空格处为 0)

1.


1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

11 12 13 14 15



2.


1 2 3 4 5

0 0 0 0 10

11 12 13 14 15



3.


1 1

1 2 1

1 2 1

1 2



4.


2 1

1 2 1

1 2 1

1 2



5.


1 1 −1

2 0 1

1 −1 0


习题 1.9.2. 考虑一个连通无向无圈无多重边的有限图 G. 假设 V 是顶点的集合, 其
中只有一条边相连的顶点称为边界点，有多条边相连的顶点称为内部点. 假设内部
点和边界点的集合都非空。对每一个顶点 i 取一个温度 Ti ∈ R, 称 T = (Ti)i∈V 是
一个图上的温度分布. 如果每一个内部点的温度等于与之相连的点的温度的平均值，
则称这一分布称为稳定的的. 证明：对于每一组边界点的温度值，存在唯一的内部点
的温度取值，使得这一温度分布是稳定的.

习题 1.9.3. 将下列问题转化为求解线性方程组的问题, 并求解:

1. 设 2 × 2 矩阵 A 满足 A

(
1

1

)
=

(
4

8

)
且 A 的第一列元素之和为 2, 求所有可

能的 A.
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2. 空间中有一个平面经过点


1

1

0

,


0

1

1

,


1

0

1

, 求所有与该平面垂直的向量.

3. 写出通过 5 点 M1(0, 1),M2(2, 0),M3(−2, 0),M4(1,−1),M5(−1,−1) 的二次曲
线的方程. 这里二次曲线是 xy-平面上形如 ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0

的方程决定的曲线.

习题 1.9.4. 若 A,C 均为 m×n 矩阵, 如果对任何 b, 线性方程组 Ax = b 与 Cx = b

都有相同的解集, 是否一定有 A = C?

1.9.2 思考题

本部分题选做，学期中任何时间都可以交，不计成绩。

习题 1.9.5. （还没讲到，2 月 25 日课会讲）课上我们研究过 G(m,n) 的分解中 Ri

的个数, 记为 bi.

1. 求 bi 的生成函数
∑

i bit
i.

2. 验证 bi = bm(n−m)−i.

3. 任取一组正实数 m,n，验证 bi 是单峰的 (先单调递增后单调递减).

习题 1.9.6. 若 A,A′ 均为 m× n 矩阵, b, b′ 为 m 维向量, 方程 Ax = b 与 A′x = b′

的解集相同且非空, 请思考 (A′, b′) 是否一定可由 (A, b) 经过行变换得到，你能对
m = n = 2 写出证明吗？

21



1.10 作业三

1.10.1 基础题

本次作业中的矩阵均为实矩阵.

习题 1.10.1. 计算矩阵乘法:

1.


1 4 7 9

−3 3 8 0

1 0 0 0



5 6 7

9 −2 0

11 −1 −3

1 0 0

 ;

2.


X 1 0

X2 +X 2 0

0 X X − 1



−1 X −X

8 −X − 2 −2

0 0 1

 .

3.
[

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

][
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

]
(θ, φ ∈ R).

4.
[
0 −1

1 1

]6
. (为什么?)

习题 1.10.2. 设矩阵 A,B 的行数相等. 证明: 存在矩阵 X 使得 AX = B 当且仅当
(A) = ((A,B)). (其中 (A,B) 表示将两个矩阵拼接得到的矩阵.)

习题 1.10.3. 设有 n 个矩阵 A(1), · · · , A(n)(注意, 此处上标不是乘方), 其大小未知,
但满足乘积 P = A(1)A(2) · · ·A(n) 有意义. 记 A(k) 的第 i 行第 j 个元素为 a

(k)
ij , P

的第 i 行第 j 个元素为 pij. 请用 a
(k)
ij 表示 pij.

提示: 答案并不复杂. n = 2 时的答案为

pij =
∑
k

a
(1)
ik a

(2)
kj .

习题 1.10.4. 设 G = (V,E) 是一个图, 顶点集 V = {1, 2, · · · , n}. n 阶矩阵 A 是 G

的邻接矩阵, 即 A 的元素 aij 等于顶点 i, j 之间边的数量.
证明 Ak 的第 i 行第 j 个元素等于 i, j 之间长度为 k 的道路的数量. (所谓 i, j

之间长度为 k 的道路, 是指 V 的一列元素 i = v0, v1, · · · , vk = j 和 E 的一列元素
e1, · · · , ek, 满足 eh 的顶点为 vh−1, vh.)
提示: 使用问题1.10.31.10.3的结果.

习题 1.10.5. 证明: 与所有 n 阶方阵均可交换的 n 阶方阵必为纯量方阵, 即形如
λIn, λ ∈ R.
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习题 1.10.6. 对 n× n 矩阵 X = (xij)1≤i,j≤n, 定义其 “迹” 为

tr(X) = x11 + x22 + · · ·+ xnn.

1. 设 A 是 m× n 矩阵, B 是 n×m 矩阵, 证明 tr(AB) = tr(BA).

2. 证明不存在 n× n 的矩阵 A,B 使得 AB −BA = In.
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1.11 作业四

1.11.1 基础题

本部分题必做.

习题 1.11.1. 考虑如下 2 阶方阵的集合 M = {A =

[
a −b

b a

]
| a, b ∈ R}.

1. 请证明 M 在矩阵的加法，数乘和乘法下封闭.

2. 请证明 M 上的乘法满足交换律，而且 M 中的任何非零矩阵均可逆，且逆矩
阵也在 M 中.

习题 1.11.2. 计算如下矩阵的逆矩阵:

1.


1 a z

0 1 b

0 0 1

 ;

2.
[
a b

c d

]
, ad− bc 6= 0;

3.


17 8 3

2 3 1

0 8 2

 . 利用你计算的结果解方程


17 8 3

2 3 1

0 8 2



x

y

z

 =


18

36

0

 .

习题 1.11.3. 回顾第一次课里介绍的 Google 的 PageRank 算法. 对任意一个有向图
G, 其对应的线性方程组是否一定有非零解?
提示:这个方程可以表示为 Ax = 0, A是某个方阵.考虑 AT 以及方程 AT y = 0.

习题 1.11.4. 证明线性方程组 Ax = b 有解当且仅当
[
AT

bT

]
y =

[
0
1

]
无解.

习题 1.11.5. 令 A = (aij)1≤i,j≤n为 n阶实矩阵。证明若 ∀1 ≤ i ≤ n, |aii| > Σj ̸=i|aij |,
则 A 可逆.
提示：利用 Ax = 0 是否有非零解的判定法则.

习题 1.11.6. 证明 n ×m 的实矩阵 A 的 rank 小于或等于 1 等价于存在 n 维列向
量 α 和 m 维列向量 β 使得 A = α · βT .

1.11.2 思考题

习题 1.11.7. 设 A = (aij)1≤i,j≤n 是一个可逆方阵. A 的一个 LDU 分解指 A =

LDU , 其中 L 是一个主对角线均为 1 的下三角矩阵, U 是一个主对角线均为 1 的上
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三角矩阵, D 是一个可逆的对角矩阵. 记 Am = (aij)1≤i,j≤m. 证明,A 存在 LDU 分
解当且仅当对每个 1 ≤ m ≤ n, Am 都可逆, 并且当 A 存在 LDU 分解时, 其 LDU
分解是唯一的. （注：这 Am 称做 A 的顺序主子阵。请用这个结论说服自己,“大部
分”实矩阵都具有 LDU 分解，思考如何来定义“大部分”.）

习题 1.11.8. 令 GL(n,R) 是域 R 上的 n-阶可逆矩阵全体, B 是上三角矩阵全体.
记 Sn 是每行每列有且仅有一个 1 的 n-矩阵全体. 对任意 w ∈ Sn, 定义 GL(n,R)
的子集为

BwB = {A1 · w ·A2 | A1 ∈ B,A2 ∈ B}.

证明 GL(n,R) 是所有 BwB 的无交并.

习题 1.11.9. 称 n 阶实方阵 A 是幂零矩阵，如果 Ak = 0 对某个正整数 k 成立. 证
明

1. 若 A 是 n 阶幂零矩阵, 则 I +A 可逆.

2. 假设 I −X 是 n 阶幂零方阵, B 是 n 阶实方阵，且 XmB = BXm 对某一个
正整数 m 成立. 请问是否一定有 XB = BX 成立？如果是请证明，如果不是
请给出反例.
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1.12 作业五

1.12.1 基础题

本部分题必做.

习题 1.12.1. 假设 A 是可逆矩阵，u, v 是列向量。证明：

1. A+ uvT 可逆当且仅当 1 + vTA−1u 6= 0。

2. A+ uvT 可逆时有 (A+ uvT )−1 = A−1 − A−1uvTA−1

1+vTA−1u

习题 1.12.2. 求下述 n 阶矩阵的逆:
1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2 · · · 1
...

... . . . ...
1 1 · · · 1 + an


(其中 ai 6= 0.)

习题 1.12.3. 假设 A ∈ Mn×m(R), B ∈ Mm×n(R). 证明 In + AB 可逆当且仅当
Im +BA 可逆.

习题 1.12.4. 设 A,B 为 2n × 2n 矩阵，我们想要计算乘积 C = AB。根据维基百
科，“Strassen 算法将 A,B 和 C 分割成大小相等的块矩阵

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
, B =

[
B11 B12

B21 B22

]
, C =

[
C11 C12

C21 C22

]
,

其中 Aij , Bij , Cij ∈ M2n−1×2n−1(R)。朴素算法如下：[
C11 C12

C21 C22

]
=

[
A11 ×B11 +A12 ×B21 A11 ×B12 +A12 ×B22

A21 ×B11 +A22 ×B21 A21 ×B12 +A22 ×B22

]
这种构造并没有减少乘法的数量：仍然需要 8 次矩阵块的乘法来计算 Cij 矩阵，这
与使用标准矩阵乘法所需的乘法数量相同。Strassen 算法定义了新的值：

M1 = (A11 +A22)× (B11 +B22) ;

M2 = (A21 +A22)×B11;

M3 = A11 × (B12 −B22) ;

M4 = A22 × (B21 −B11) ;

M5 = (A11 +A12)×B22;

M6 = (A21 −A11)× (B11 +B12) ;

M7 = (A12 −A22)× (B21 +B22) ,
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使用 7 次乘法（每个 Mk 一次）而不是 8 次。现在我们可以用 Mk 来表达 Cij：[
C11 C12

C21 C22

]
=

[
M1 +M4 −M5 +M7 M3 +M5

M2 +M4 M1 −M2 +M3 +M6

]

” 递归地这样做，比较朴素算法和 Strassen 算法需要的两个数乘法的次数。让自己
相信 Strassen 算法更高效。（还有一个更快的算法，由 Coppersmith-Winograd 提
出）。

1.12.2 思考题

本部分题不用交.

习题 1.12.5. 设 A,B 是 R 上的 m×n 矩阵, (A) = r, (B) = s, 并且 (A+B) = r+s

证明: 存在 m 阶可逆矩阵 P 与 n 阶可逆矩阵 Q 使得

PAQ =


Ir 0 0

0 0 0

0 0 0

 · PBQ =


0 0 0

0 Is 0

0 0 0
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2 矩阵及其运算

2.1 矩阵乘法

在 Mm×n(R) 上有如下的运算:

(1) 加法: A = (aij)m×n, B = (bij)m×n, 则 A+B := (aij + bij)m×n.

(2) 数乘: A = (aij)m×n, c ∈ R, 则 cA := (caij)m×n.

除了以上两种结构, 还满足额外的乘法结构, 在此之前我们已经见到了矩阵和向
量相乘的例子: 给定 c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn 和 A ∈ Mm×n(R), 如果按照列向量排列
的形式将 A 记做 A = (v1, . . . , vn), 那么

Ac := c1v1 + · · ·+ cnvn,

也即是以 c1, . . . , cn 为系数的 A 中的列向量 v1, . . . , vn 的线性组合.

定义 2.1.1. 对于向量 v1, . . . , vn ∈ Rm, c1, . . . , cn ∈ R, 则 c1v1 + · · · + cnvn 称为以
c1, . . . , cn 为系数的 v1, v2, . . . , vn 的线性组合 (linear combination).

对于两个矩阵 A,B, 如果 A 的列数与 B 的行数相同, 我们则可以用上面的办法
将矩阵乘法定义为:

定义 2.1.2. 对于 A ∈ Mm×n(R) 以及 B = (w1, . . . , wℓ) ∈ Mn×ℓ(R), 则矩阵乘法
(matrix multiplication)定义为

AB := (Aw1, . . . , Awℓ).

同时, 矩阵乘法还可以用如下等价的方式定义:

定义 2.1.3. 对于 A ∈ Mm×n(R), B ∈ Mn×l(R), 则矩阵乘法 (matrix multiplication)
定义为 AB := (cij)m×l, 其中

cij =
n∑

k=1

aikbkj .

注 2.1.1. 对于矩阵 A,B, 只有 A 的列数与 B 的行数相同时, 矩阵乘法 AB 才有意
义.

命题 2.1.1. 矩阵乘法具有结合律.

证明. 假设 A,B,C ∈ Mn×n(R), 不妨记 C = (c1, . . . , cn), 其中 ci 是列向量. 那么

(AB)C = ((AB)c1, . . . , (AB)cn)

A(BC) = A(Bc1, . . . , Bcn) = (A(Bc1), . . . , A(Bcn))
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因此只需对每个 ci 验证 (AB)ci = A(Bci) 即可, 因此我们不妨假设 C 是 n× 1 的矩
阵. 将 A 写作

A =


a1

a2
...
an


其中 ai 是行向量, 那么

(AB)C =


a1B

a2B
...

anB

C =


a1BC

a2BC
...

anBC



A(BC) =


a1(BC)

a2(BC)
...

an(BC)


因此只需要对每一个 ai 验证即可, 因此我们不妨假设 A 是 1× n 的矩阵, 那么

((a1, . . . , an)B)


c1

c2
...
cn

 =
n∑

j=1

(
n∑

i=1

aibij)cj =
∑
i,j

aibijcj

(a1, . . . , an)(B


c1

c2
...
cn

 =
n∑

j=1

ai(
n∑

i=1

bijc)j =
∑
i,j

aibijcj

有了矩阵乘法, 我们可以重新将之前对系数矩阵做的初等行变换用矩阵的语言
再解释一遍.

定义 2.1.4. 如下的三类矩阵被称为初等矩阵 (elementary matrix)
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(E1)

E[ij] =



1
. . .

0 · · · 1
... . . . ...
1 · · · 0

. . .
1


即交换 In 的第 i 行与第 j 行得到的矩阵.

(E2)

E[i, c] =



1
. . .

c
. . .

1


即将 In 的第 i 行乘以 c 得到的矩阵, 其中 c 6= 0.

(E3)

E[ij, c] =



1
. . .

1
... . . .
c · · · 1

. . .
1


即将 In 的第 i 行乘以 c 加到第 j 行得到的矩阵, 其中 c 6= 0.

例 2.1.1. 假设系数矩阵

A =


r1

r2

r3

 ,

那么如果我们对其作用 (E3) 将第三行的 2 倍加到第一行上去, 得到的新的系数矩阵
记做 A′, 那么

A′ =


r1 + 2r3

r2

r3

 =


1 0 2

0 1 0

0 0 1

A.
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因此我们可以看出初等行变换 (E3) 可以看作是初等矩阵 (E3) 左乘.

命题 2.1.2. 对 A ∈ Mm×n(R) 做初等行变换 O 等价于对左乘相应的初等矩阵 E.

证明. 根据定义验证即可.

推论 2.1.1. 对 A 做行变换 O1 . . . Ok 等价于左乘初等矩阵 Ek . . . E2E1.

注意到我们的初等行变换是可逆的, 用矩阵的语言来说, 对于初等矩阵 B ∈
Mn×n(R), 总存在另一个初等矩阵 B′ 使得 BB′A = In, 其中 In 是只有对角线为
1, 其余地方全为零的 n× n 矩阵.

定义 2.1.5. 对于矩阵 A ∈ Mn×n(R)

(1) 若有 B 使得 BA = In, 则称 B 为 A 的左逆 (left inverse).

(2) 若有 C 使得 AC = In, 则称 C 为 A 的右逆 (right inverse).

(3) 如果左逆右逆均存在, 则称 A 可逆 (invertible).

定理 2.1.1. 对于矩阵 A ∈ Mn×n(R), 如下叙述等价:

(1) A 可逆.

(2) A 存在左逆.

(3) A 存在右逆.

(4) rrefA = In.

(5) Ax = b 有唯一解.

(6) Ax = 0 有唯一解.

(7) rankA = n.

证明. 根据线性方程组解的结构定理,即定理1.4.11.4.1,我们已经证明了 (4),(5),(6),(7)的
等价性.

(2) =⇒ (6): 如果 A 存在左逆, 那么 A−1Ax = 0 意味着 x = 0, 即 Ax = 0 只
有唯一的解.

(5) =⇒ (3): 如果 Ax = b 存在唯一解, 那么我们不妨取

b1 =


1

0
...
0

 , b2 =


0

1
...
0

 , . . .

那么不妨记 Ax = b1, Ax = b2, . . . , Ax = bn 唯一的解分别是 w1, . . . , wn. 令 C =

(w1, . . . , wn) 则 AC = In, 即 C 是 A 的右逆.
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注 2.1.2. 至此已经证明了如果矩阵 A 存在左逆, 那其一定存在右逆, 即 (2) =⇒
(3).

(3) =⇒ (2): 假设 A 有右逆, 存在 C 使得即 AC = In, 从而 CAC = C. 另一
方面, 由于 C 存在左逆, 从而 C 存在右逆, 不妨记为 D, 因此

CA = CACD = CD = In

即 C 也是 A 的左逆.

注 2.1.3. 从上述证明可以看出, 如果 A 存在左逆, 那么其右逆不仅存在, 并且还和
左逆相同. 类似的可以说明如果 A 存在右逆则其左逆不仅存在, 也与右逆相同.

命题 2.1.3. 若 A 可逆, 则左逆与右逆均唯一存在且相同, 记做 A−1.

证明. 我们只需要证明如果 A 可逆, 那么其左逆右逆都唯一: 假设 C 是 A 的一个左
逆, D 是 A 的一个右逆, 那么

C = C In = CAD = In D = D

即 A 的任何左逆与右逆都相同. 那么假设 C1, C2 是 A 的两个左逆, 由于 C1 也是
A 的右逆, 从而 C1 = C2, 即 A 的左逆唯一, 类似的, 我们也可以说明 A 的右逆唯
一.

注 2.1.4. 上述结论表明, 如果 A 可逆, 那么 rrefA = In, 而根据推论2.1.12.1.1可知行
变换等价于左乘初等矩阵, 因此将其化为最简行阶梯型的初等矩阵的乘积就是 A−1.
那么我们该如何将这些初等矩阵的乘积记录下来呢? 考虑矩阵 (A, In), 对其进行操
作使得 A 化为最简行阶梯型则有 (I, A−1), 这也给出了我们求逆的办法, 并且我们也
有如下简单的推论.

推论 2.1.2. 矩阵 A 可逆当且仅当其为初等矩阵的乘积.

例 2.1.2. 考虑 A = ( 1 2
3 4 ), 则(

1 2 1 0

3 4 0 1

)
→

(
1 2 1 0

0 −2 −3 1

)
→

(
1 2 1 0

0 1 3
2

− 1
2

)
→

(
1 0 −2 1

0 1 3
2

− 1
2

)

即 A−1 =
(

−2 1
3
2 − 1

2

)
注 2.1.5. 更一般的, 那么我们有如下的求 2 阶可逆方阵逆的办法:(

a b

c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b

−c a

)
.

例 2.1.3.
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2.2 矩阵的转置

定义 2.2.1. 对于矩阵 A ∈ Mm×n(R), 其转置矩阵 (transpose matrix)是一个 n×m

阶矩阵 AT = (bij)n×m, 其中 bij = aji.

定义 2.2.2. 矩阵 A ∈ Mm×n(R)被称为对称矩阵 (symmetric matrix),如果 AT = A.

例 2.2.1. 对于列向量来说, 其转置为行向量; 对于行向量来说, 其转置为列向量.

命题 2.2.1. 对于矩阵转置来说, 我们有如下简单的性质:

(1) (AT )T = A.

(2) (AB)T = BTAT .

(3) AAT = 0 当且仅当 A = 0.

证明. 直接验证即可.

例 2.2.2. 对于方阵 A ∈ Mn(R), AAT = 0 等价于 A = 0.

推论 2.2.1. 对矩阵 A 做列变换等价于右乘可逆矩阵.

证明. 利用转置矩阵的观点,对矩阵 A进行列变换,等价于对 AT 进行行变换再转置,
而列变换等价于左乘可逆矩阵, 因此根据命题2.2.12.2.1的 (2) 即可.

回忆定义1.4.31.4.3, 我们定义矩阵 A 的秩为其最简行阶梯型的主元个数. 一个自然
的问题就是 AT 的秩与 A 的秩有什么关系呢?11 我们可以证明 rankA = rankAT , 这
主要依赖于下面的定理.

定理 2.2.1. 列变换不改变矩阵 A 的秩.

证明. 假设 A ∈ Mm×n(R), 根据推论2.2.12.2.1, 我们只需要对可逆矩阵 B ∈ Mn×n(R) 证
明 rankA = rank(AB) 即可. 我们不妨记 rankA = k, rank(AB) = l. 根据线性方程
组解的理论可知

1. Ax = 0 有主元 xi1 , . . . , xik 以及自由元 xik+1
, . . . , xin .

2. ABy = 0 有主元 yi1 , . . . , yil 以及自由元 yil+1
, . . . , yln .

由于 Ax = 0 的解与 ABy = 0 的解之间满足 x = By, 由于 B 是可逆矩阵, 根据
定理 2.1.12.1.1 可知两者解之间存在一一对应, 从而主元与自由元的情况是相同的, 从而
k = l.

1在一些教材中我们这里定义的矩阵的秩又被称为行秩, AT 的秩被称为 A 的列秩, 即我们要证明矩阵的行秩与列
秩相同.
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推论 2.2.2. 对于矩阵 A ∈ Mm×n(R) 来说, rankA = rankAT .

证明. 我们对 A 的最简行阶梯型 rrefA 作列变换, 将其化作如下形式(
Ik Ok×n−k

Om−k×k Om−k×n−k

)

其中 O 代表分量全为零的矩阵. 此时 A 与 AT 都为最简行阶梯型, 从而 rankA =

rankAT = k.

从上述证明过程中, 根据可逆矩阵与行列变换的关系, 我们还能看出:

推论 2.2.3. 对于矩阵 A ∈ Mm×n(R), 存在可逆矩阵 P ∈ Mm(R), Q ∈ Mn(R) 使得

PAQ =

(
Ik Ok×n−k

Om−k×k Om−k×n−k

)

其中 k = rankA, 这被称为 A 的相抵标准型 (canonical form).

定义 2.2.3. 矩阵 A,B ∈ Mm×n(R) 之间被称为相抵 (equivalent), 如果存可逆矩阵
P ∈ Mm(R), Q ∈ Mn(R) 使得 PAQ = B.

定理 2.2.2. m× n 阶矩阵 A,B 之间相抵当且仅当 rankA = rankB, 即相抵关系完
全由矩阵的秩分类.

证明. 由于行列变换不改变矩阵的秩, 从而相抵矩阵有相同的秩; 另一方面, 如果
A,B 有相同的秩, 它们的相抵标准型相同, 从而相抵.

2.3 分块矩阵

一般来说, 当 n 较大时, 求解 n × n 矩阵的逆对人工操作来说是相对较麻烦的,
但如果矩阵有相对较好的形式, 此时的求解也可以化简. 下面将介绍分块矩阵的想
法, 给定矩阵 A, 我们可以做适当的划分, 将其看作矩阵元素是矩阵的矩阵. 例如

A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


我们可以将其看成 2× 2 的矩阵 (Aij)2×2, 其中

A11 =

(
a11 a12

a21 a22

)
A12 =

(
a13

a23

)
A21 =

(
a31 a32

)
A22 =

(
a33

)
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如果可逆矩阵 A 可以写成分块对角的形式, 即

A =


A1

A2

A3

A4


那么则有

A−1 =


A−1

1

A−1
2

A−1
3

A−1
4


同样的, 我们可以对分块矩矩阵进行分块行列变换, 得到相对较好的形式. 例如

对于分块矩阵

M =

(
A B

C D

)
其中 A,B,C,D 都是方阵. 如果 A 可逆, 那么(

A B

C D

)(
I −A−1B

0 I

)
=

(
A 0

C D − CA−1B

)
即通过行列变换将其下三角化, 对于 B,C,D 可逆的时候我们也可以做类似的事情.
特别地是, 如果我们采取不同的变换得到相同的等式, 这有时候可以给我们带来一些
非平凡的结果.

例 2.3.1. 对于列向量 α, β, 考虑 (
I α

βT 1

)−1

一方面我们考虑(
I α I O
βT 1 O 1

)
→

(
I α I O
0 1− βTα −βT 1

)
→

(
I α I O
0 1 −βT (1− βTα)−1 (1− βTα)−1

)

→

(
I 0 I+α(1− βTα)−1βT −(1− βTα)−1α

0 1 −(1− βTα)−1βT (1− βTα)−1

)
另一方面我们有(

I α I O
βT 1 O 1

)
→

(
I−αβT 0 I −α

βT 1 0 1

)
→

(
I 0 (I−αβT )−1 −(I−αβT )−1α

βT 1 0 1

)

→

(
I 0 (I−αβT )−1 −(I−αβT )−1α

0 1 −βT (I−αβT )−1 1 + βT (I−αβT )−1α

)
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从而我们有非平凡等式

(I−αβT )−1 = I+α(1− βTα)−1βT

(1− βTα)−1 = 1 + βT (I−αβT )−1α

引理 2.3.1.

rank
(
A C

0 B

)
≥ rank(A) + rank(B)

证明. 分别对 A,B 所在的行做初等行变换将其化为其相抵标准型, 则有(
A C

0 B

)
→

(
Ir1 ∗
0 Ir2

)
,

其中 r1 = rank(A), r2 = rank(B), 从而可以得到期待的不等式.

命题 2.3.1 (Frobenius 秩不等式). 对于矩阵 A ∈ Mm×n(R), B ∈ Mn×k(R), C ∈
Mk×ℓ, 有

rank(AB) + rank(BC) ≤ rank(ABC) + rank(B).

证明. 注意到初等行变换不改变矩阵的秩, 从而下面的矩阵有相同的秩:(
AB 0

B BC

)
→

(
0 −ABC

B BC

)
→

(
0 ABC

B 0

)
→

(
ABC 0

0 B

)
.

根据引理2.3.12.3.1, 我们有

rank(AB) + rank(BC) ≤ rank(ABC) + rank(B).

例 2.3.2. 对于矩阵 A ∈ Mn(R),有 A2 = I当且仅当 rank(A+In)+rank(A−In) = n.

证明. 注意到(
In +A 0

0 In −A

)
→

(
In +A In +A

0 In −A

)
→

(
In +A 2 In

0 In −A

)
→

(
In +A 2 In

1
2
(A2 − In) 0

)

从而 A2 = I 当且仅当 rank(A+ In) + rank(A− In) = n.

注 2.3.1. 类似的技巧可以证明, 如果 f(x) 和 g(x) 是互素多项式, 则对于 A ∈
Mn(R), 有 f(A)g(A) = 0 当且仅当 rank(f(A)) + rank(g(A)) = n.
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2.4 矩阵的 LDU 分解

2.5 矩阵的行列式

回忆在注2.1.52.1.5中, 我们有(
a b

c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b

−c a

)

因此 2× 2 矩阵可逆当且仅当 ad− bc 6= 0. 实际上, ad− bc 有如下的几何含义: 考虑
在 R2 中由列向量 v = ( a

c ) , w = ( b
d ) 围成的平行四边形, 向量 v, w 的夹角 θ 满足

cos θ =
ab+ cd√

a2 + c2
√
b2 + d2

从而 v, w 围成的平行四边形面积为

S =
√
1− cos θ2

√
a2 + c2

√
b2 + d2

=
√
(ad− bc)2

= |ad− bc|

注意 ad − bc > 0 与 < 0 两种情况分别对应了 v 在 w 左侧或右侧两种情况, 因此
ad − bc 可以看作是 v, w 围成的平行四边形的“有向面积”, 我们将要定义的行列式,
就是这种有向面积的高维推广.

定义 2.5.1. Rn 上的 n 次多重反对称线性函数 (multiple skew symmetric linear
function)(多重反对称线性函数, multiple skew symmetric linear function) 是函数

f : Rn × · · · × Rn︸ ︷︷ ︸
n个

→ R

满足条件

(1) f(v1, . . . , cvi, . . . , vn) = cf(v1, . . . , vn), 其中 c ∈ R.

(2) f(v1, v2, . . . , v
′
i + vi, . . . , vn) = f(v1, . . . , v

′
i, . . . , vn) + f(v1, . . . , vi, . . . , vn).

(3) f(v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vn) = −f(v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vn).

(4) f(e1, . . . , en) = 1.

定理 2.5.1. Rn 上的 n 次多重反对称线性函数存在且唯一.

证明. 对 n 进行归纳: 当 n = 1 时, 由于 f(e1) = 1 以及任取 v ∈ R 我们有 v = ce1,
从而 f(v) = c, 即此时被唯一确定. 假设当 n < k 时假设成立, 考虑 n = k 的情形.
任取 v = (v1, . . . , vk) ∈ Rk,
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定义 2.5.2. 假设 f 是 Rn 上 n 次多重反对称线性函数, 对于 A ∈ Mn×n(R), 记
A = (v1, . . . , vn), 则 A 的行列式 (determinant)定义为

detA = |A| := f(v1, . . . , vn)

推论 2.5.1.

例 2.5.1. 当 n = 2 时

det
(
a b

c d

)
= ad− bc

例 2.5.2. 当 n = 3 时

det


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 = a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a13a22a31−a12a21a33−a11a23a32

注 2.5.1. 上述公式又被称为对角线法则.

例 2.5.3. 对于三种初等矩阵22, 其行列式分别为

(E1) detE[ij] = 1.

(E2) detE[i, c] = c.

(E3) detE[ij, c] = 1.

特别地, 对于矩阵 A 以及初等矩阵 E, 有 |AE| = |A||E|.

命题 2.5.1. 行列式有如下性质:

(1) 如果 A 的某一列为零, 则 |A| = 0.

(2) |A| 6= 0 当且仅当 rankA = n.

(3) | In | = 1.

(4) |AB| = |A||B|.

(5) |A−1| = |A|−1, |PAP−1| = |A|.

(6) |A| = |AT |.

(7) 假设 A 是分块上三角矩阵, 并且对角线分块矩阵为 A1, . . . , An, 则 |A| =

|A1| . . . |An|. 特别地, 如果 A 是上三角矩阵, 并且对角线元素为 a1, . . . , an,
则 |A| = a1 . . . an.

2见定义2.1.42.1.4
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证明. (1). 根据定义2.5.12.5.1中 (1) 即可.
(2). 根据例2.5.32.5.3可知, 如果 E 是初等矩阵, 则 |AE| = |A||E|, 因此因此不妨将

A 写作 Ek . . . E1 rrefA, 其中 Ei 是初等矩阵. 而 rankA = n 当且仅当 rrefA 没有零
列, 并且由于 |Ei| 6= 0, 从而根据 (1) 可知 |A| 6= 0 当且仅当 rankA = n.

(3). 根据定义2.5.12.5.1中 (4) 即可.
(4). 假设 B 不可逆, 即 rankB < n, 根据 (2) 则有 |B| = 0. 而根据命题??有

rankAB ≤ rankB < n, 因此 |AB| = 0, 即 |AB| = |A||B|. 假设 B 可逆, 则根据推
论2.1.22.1.2不妨将其写成初等矩阵的乘积, 再根据初等矩阵的性质即可.

(5). 由 (4) 即得.
(6). 根据推论2.2.22.2.2可知 rankA = rankAT . 因此如果 rankA < n, 则 rankAT <

n, 即根据 (2) 可知 |A| = |AT | = 0. 假设 rankA = n, 再根据推论2.2.22.2.2将 A 写成初
等矩阵的乘积, 并注意到对于初等矩阵 E 有 |E| = |ET |.

(7). 不妨假设

A =

(
A1 A2

O A3

)
假设 A1, A3 中有一个不可逆, 则此时 A 也不可逆, 因此 |A| = |A1||A2| = 0. 假
设 A1, A2 都可逆, 则此时 rrefA = In. 将 A1 化作最简行阶梯型的初等矩阵记做
E1, . . . , Ek, 将 A3 化作最简行阶梯型的初等矩阵记做 E′

1, . . . , E
′
l , 则考虑

Ẽi =

(
Ei O
O I

)
, Ẽ′

j =

(
I O
O E′

j

)

则 Ẽk . . . Ẽ1Ẽ
′
l . . . Ẽ

′
1A = In, 从而 |A|−1 = |Ẽk| . . . |Ẽ1||Ẽ′

l | . . . |Ẽ′
1|. 注意到 |Ẽi| =

|Ei|, |Ẽ′
j | = |E′

j | 以及 |A1| =
∏k

i=1 |Ei|, |A3| =
∏l

j=1 |E′
j | 即可.

命题 2.5.2. 对于 2n× 2n 阶矩阵

M =

(
A B

C D

)

其中 A,B,C,D 是 n× n 阶矩阵, 并且 AC = CA, 则 |M | = |AD − CB|

证明. 首先我们假设 A 可逆, 则

|M | = |

(
A B

0 D − CA−1B

)
|

= |A||D − CA−1B|

= |A(D − CA−1B)|

= |AD − CB|
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而当 A 不可逆时, 我们不妨考虑 Aλ = A+ λI. 由于 |Aλ| 是 λ 的 n 次多项式, 从而
对有限多个 λ 之外 Aλ 总可逆, 因此我们不妨取足够小的 λ 使得 Aλ 总可逆, 根据可
逆时的情形我们有

|

(
Aλ B

C D

)
| = |AλD − CB|

从而我们令 λ → 0 即有我们期待的结果33.

2.6 伴随矩阵

命题 2.6.1. 对于 A ∈ Mn×n(R), 有

AA∗ = A∗A = detA In

推论 2.6.1. 如果 A ∈ Mn×n(R) 可逆, 则

A−1 =
1

detAA∗

推论 2.6.2 (克拉姆法则 (cramer’s rule)). 对于线性方程组 Ax = b, 如果 A 可逆, 则
有唯一解

x =
1

detAA∗b

2.7 矩阵的若干应用

2.7.1 快速傅立叶变换

给定两个 d 次多项式

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ adx
d

g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bdx
d

多项式乘积为
fg := a0b0 + (a1b0 + b1a0)x+ . . .

在实际计算中, 计算两个 d 次多项式的乘积需要进行 d2 次运算, 即复杂度为 O(d2).
在本节中我们将介绍快速傅立叶变换 (fast fourier transformation), 将复杂度降到
O(d log d).
注意到对于 d 次多项式 f(x), 其可以由在 d + 1 个不同的 x 处取值决定, 即我

们有如下的矩阵表达式
f(x0)

f(x1)
...

f(xd)

 = M


a0

a1
...
ad

 =


1 x0 x2

0 . . . xd
0

1 x1 x2
1 . . . xd

1

...
...

1 xd x2
d . . . xd

d




a0

a1
...
ad


3这个操作称为微扰法, 是矩阵中一个非常经典的技巧.
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其中 M 被称为范德蒙德矩阵 (Vandermond matrix).

习题 2.7.1. |M | =
∏

i<j(xi − xj) 6= 0, 即 M 可逆.

例 2.7.1. 例如 f(x) = x4 + 3x3 + 2x2 + x+ 1, 我们将其写作

f(x) = (x4 + 2x2 + 1) + x(3x2 + 1)

= fe(x
2) + xfo(x

2)

从而
f(xi) = fe(x

2
i ) + xifo(x

2
i )

f(−xi) = fe(x
2
i )− xifo(x

2
i )
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索引

不相容的, inconsistent, 1313
主元, pivot, 1010
主元, principal unknowns, 1212

克拉姆法则, cramer’s rule, 4040
列向量, column vector, 44
列向量空间, column vector space, 44
初等矩阵, elementary matrix, 2929
加法, addition, 44
单位矩阵, identity matrix, 1010
可逆, invertible, 3131
右逆, right inverse, 3131
域, field, 1616
基础行变换, elementary row

operations, 99
增广矩阵, augmented matrix, 1010
对称矩阵, symmetric matrix, 3333
左逆, left inverse, 3131
快速傅立叶变换, fast fourier

transformation, 4040

数乘, scalar product, 55
方阵, square matrix, 1010
最简行阶梯型, reduced row echelon

form, 1010

相容的, consistent, 1313
相抵, equivalent, 3434
相抵标准型, canonical form, 3434
矩阵, matrix, 1010
矩阵乘法, matrix multiplication, 2828
确定的, definite, 1313
秩, rank, 1313
系数矩阵, coefficient matrix, 1010
线性函数, linear function, 55
线性方程组, solution of system of

linear equations, 77
线性方程组, system of linear

equations, 77
线性组合, linear combination, 2828

自由元, free unknowns, 1212
范德蒙德矩阵, Vandermond matrix,

4141
行列式, determinant, 3838
行变换, row operations, 99
行阶梯型, row echelon form, 1010
转置矩阵, transpose matrix, 3333

齐次线性方程组, system of
homogeneous linear
equations, 1212
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