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第一章 线性方程组

1.1 线性函数与线性方程

定义 1.1.1. 对于 Rn 上的函数 F : Rn → R, 如果存在 a1, . . . , an ∈ R 是常数, 使得 F 有如下表

达式

F (x) = a1x1 + · · ·+ anxn

那么称 F 是 Rn 上的线性函数 (linear function).

例子. 如下的 F 是 R2 上的线性函数:

F : R2 → R(
x1

x2

)
7→ (x1 + 1)2 − (x1 − 1)2 + (x2 − 1)2 − (x1 + 1)2

例子. 如下的 F 不是 R2 上的线性函数:

F : R2 → R(
x1

x2

)
7→ x21 + x22

定理 1.1.2. 函数 F : Rn → R 是线性函数当且仅当 F 满足:
(1) 对任意 x, y ∈ Rn, 有

F (x+ y) = F (x) + F (y)

(2) 对任意 c ∈ R, x ∈ Rn, 有
F (cx) = cF (x)

证明: 如果 F 是线性函数, 可以直接验证 F 满足 (1), (2) 两条性质; 另一方面, 如果 F 满足 (1),
(2), 我们记

a1 = F (


1

0
...
0

), a2 = F (


0

1
...
0

), . . .

则

F (


x1

0
...
0

) = a1x1, F (


0

1
...
0

) = a2x2, . . .
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那么任取 v1, . . . , vm ∈ Rn, 则

F (v1 + v2 + · · ·+ vm) = F ((v1 + · · ·+ vm−1) + vm)

= F (v1 + · · ·+ vm−1) + F (vm)

= F (v1) + · · ·+ F (vm)

因此,

F (


x1

x2
...
xn

) = F (


x1

0
...
0

+ · · ·+


0

0
...
xn

) = F (


x1

0
...
0

) + · · ·+ F (


0

0
...
xn

) = a1x1 + · · ·+ anxn

定义 1.1.3. Rn 上 m 个线性函数 F1, F2, . . . , Fm 和 m 个实数 b1, b2, . . . , bm 满足的方程组

F1(x) = b1

F2(x) = b2
...

Fm(x) = bm

称为 n 个变元的线性方程组 (system of linear equations), 带入方程组使得其成立的 x 称为线性

方程组的解 (solution of system of linear equations)

注记. 我们可以给线性方程组如下的一些几何解释:
(1) 在 R2 中,单个线性函数 F1(x) = a1x1+a2x2 以及实数 b1 给出的线性方程组 a1x1+a2x2 =

b1 的解是 R2 中的一条直线.
(2) 在 R2 中, 根据 (1) 的几何解释不难理解如下线性方程组a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

的解是 R2 中两条直线的交点. 注意, 在 R2 中两条直线不一定相交, 即如上线性方程组不
一定有有解, 但是如果有解一定只有唯一解.

(3) 在 R3 中, 如下线性方程组 a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

的解可以看成是 R3 中两个平面的交线. 注意: 在 R3 中两个平面不一定相交, 即如上线性
方程组不一定有有解, 并且如果相交, 也是交出一条线, 即此时解不唯一.

(4) 在更高维中也有同样的解释: 由一个线性函数给出的线性方程的解可以看成是一个低一维
的超平面, 而多个线性函数给出的线性方程组的解则是这些超平面的交.
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1.2 高斯消元法

根据注记1.11.1可知对于一个线性方程组其可能没有解,并且即使有解也不一定只有唯一解,那
么该如何求解线性方程组呢? 在本节中我们将利用高斯消元法, 来求解一般的线性方程组. 我们
先来看下面的一个简单的例子.

例子. 
4x2 − x3 = 7 (r1)

x1 + 2x2 = 5 (r2)

2x1 + x3 = 3 (r3)

显然我们交换 r1, r2 不改变上述方程组的解, 因此我们得到:
x1 + 2x2 = 5 (r′1)

4x2 − x3 = 7 (r′2)

2x1 + x3 = 3 (r′3)

我们考虑如下操作: 保持 r′1, r
′
2 不变, 用 r′3 减去 2r′1, 得到如下的方程组:

x1 + 2x2 = 5 (r′′1)

4x2 − x3 = 7 (r′′2)

−4x2 + x3 = −7 (r′′3)

上述操作并不改变方程组的解, 因为可由 r′′1 , r
′′
2 , r

′′
3 恢复出 r′1, r

′
2, r

′
3. 类似的最后再保持 r′′1 , r

′′
2

不变, 用 r′′3 加上 r′′2 , 得到 
x1 + 2x2 = 5

4x2 − x3 = 7

0 = 0

对于上述方程组我们可以用 x3 来如下的表示 x1, x2, 其中 x3 可以取任意的实数

x1 = −
1

2
x3 +

3

2

x2 =
1

4
x3 +

7

4

因此我们可以将方程组的解写作 
x1

x2

x3

 = x3


−1

2
1
4

1

+


3
2
7
4

0


注记. 根据上述结果可以发现该线性方程组有无穷组解, 这对应于几何解释中 R3 中三个平面相

交出一条线.

回顾例1.21.2, 在解方程中我们主要用到了如下三种操作:
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(E1) 交换方程组的某两行.
(E2) 将某一行乘以非零常数 c.
(E3) 将某一行的非零常数 c 倍加到另一行上.
我们称如上的三种操作为基础行变换 (elementary row operations). 不难发现基础行变换均可
逆, 并且其逆也是基础行变换.

定义 1.2.1. 有限个基础行变换的复合称为行变换 (row operations).

命题 1.2.2. 行变换均可逆, 并且其逆也为行变换.

证明: 因为基础行变换可逆, 且其逆也为基础行变换, 并且操作 O1O2 的逆为 O−1
2 O−1

1 .

推论 1.2.3. 行变换不改变线性方程组的解.

由于作行变换只关注方程的系数以及右侧常数项, 因此对于如下的线性方程组

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + · · ·+ a2nxn = b1
...

am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

我们将其系数及常数项提出来记作

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . .
...

am1 am2 . . . amn

 b =


b1

b2
...
bm


并将这个线性方程组记做 Ax = b, 这也引出了矩阵的概念.

定义 1.2.4. 由 m× n 个数 aij 排成的 m 行 n 列的 (实) 数表称为 m 行 n 列矩阵 (matrix), 记
做 (aij)m×n ∈Mm×n(R). 当 m = n 时, A ∈Mn×n(R) 被称为 n 阶方阵 (square matrix).

例子. In ∈Mn×n(R)是只有 (i, i)元为 1,其余分量为零的矩阵,称为单位矩阵 (identity matrix).

对于线性方程组 Ax = b, A 称为系数矩阵 (coefficient matrix), (A, b) 称为增广矩阵 (aug-
mented matrix), 并将上述方程记作 Ax = b. 现在我们即可以通过行变换来操作我们的增广矩
阵, 使其最终的形式方便于我们求解, 那么究竟该操作到什么样子为止呢?
根据例1.21.2, 我们发现如果我们的增广矩阵有如下的形式, 线性方程组可以直接求解:

(1) 所有非零行在零行的上面.
(2) 对某一非零行, 称最左边的非零元为主元 (pivot), 第 i 行的主元严格比第 i + 1 行的主元

靠左.
满足上述条件的矩阵称为行阶梯型 (row echelon form), 并且如果主元所在列的其他元素均为零,
主元本身为 1, 则称此时为最简行阶梯型 (reduced row echelon form).
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定理 1.2.5. 矩阵 A 可通过行变换变成最简行阶梯型, 并且该最简行阶梯型不依赖于行变换的
选取, 记作 rrefA.

证明: 对 m× n 矩阵的列作归纳: 假设 n = 1 时, 对于 m× 1 矩阵

A =


a11

a21
...

am1


如果 a11 = · · · = am1 = 0, 则此时已经是最简行阶梯型. 若 a11 = a21 = · · · = a(k−1)1 = 0, ak1 6=
0, 那么通过 (E1) 将 ak1 换到第一行, 用 (E2) 将第一行乘以 (ak1)

−1 使得主元变为 1, 再用 (E3)
将第一行以下变为零, 因此此时最简行阶梯型为

rrefA =


1

0
...
0


并且不依赖于行列变换的选取. 假设对列数为 n 的时候成立, 对于 m× (n+ 1) 的矩阵 A, 将其
写作 A = (B, y), 其中 B 是 m× n 矩阵. 根据归纳假设 B 可由行变换得到最简行阶梯型, 记作
B′, 将同样的变换作用在 A 上得到 A′ = (B′, y′). 如果 B′ 没有非零行, 则次数 A′ 已经是最简行

阶梯型. 如果 B′ 从 k + 1 行开始是零行, 则对
y′k+1

...
y′m


应用 n = 1 时的结论, 可做行变换得到最简行阶梯型, 同时也对 B′ 作. 但由于行变换不改变零
矩阵, 因此不改变 B′, 得到的矩阵记作 A′′. 考虑如下两种情况:
(1) 如果

rref(


y′k+1

...
y′m

) =


0
...
0


则此时 A′′ 已经是最简行阶梯型.

(2) 如果

rref(


y′k+1

...
y′m

) =


1
...
0


则作 (E3) 将第 k + 1 行加到第 1, 2, . . . , k 行, 将 y′1, . . . , y

′
k 变成零, 此时得到的矩阵也是

最简行阶梯型. 由于上述操作只依赖于 B 和 y, 即 A 的最简行阶梯型只依赖于 A 本身.
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定义 1.2.6. 对于矩阵 A, rrefA 的主元个数称为 A 的秩 (rank), 记作 rankA.

注记. 根据定义, 对于 m× n 矩阵, rankA ≤ m.

命题 1.2.7. 对于矩阵 A,B, 有 rankAB ≤ min{rankA, rankB}

1.3 线性方程组解的结构

定义 1.3.1. 对于线性方程组的系数矩阵 A, rrefA 中主元对应的未知元称为主元 (principal
unknowns), 其余未知元称为自由元 (free unknowns).

例子. 例如线性方程组 Ax = b, 其中

A =



1 0 3 5 0 1

0 1 2 1 0 2

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


b =



b1

b2

b3

b4

b5


则 x1, x2, x5 是主元, x3, x4, x6 是自由元. 并且根据上述最简行阶梯型, 我们可以直接分析出方
程组的解的情况:

1. 如果 b4 或者 b5 不是零, 则方程组 Ax = b 无解.
2. 如果 b4 = b5 = 0, 则 x3, x4, x6 取定任意实数后, 主元由方程组唯一确定:

x1 = b1 − 3x3 − 5x4 − x6

x2 = b2 − 2x3 − x4 − 2x6

x5 = b3

定理 1.3.2 (线性方程组解的结构定理). 对于方程 Ax = b, 用行变换将 (A, b) 化作最简行阶梯

型 (A, b), 则
(1) 方程有解等价于 A 的零行对应的 bi 也是零.
(2) 方程有解时自由元可以任意取值, 且自由元的每一组取值都唯一决定了一组解. 特别地,
方程有唯一解当且仅当没有自由元.

推论 1.3.3. 线性方程组 Ax = b

(1) 有解当且仅当 rankA = rank(A, b).
(2) 有唯一解当且仅当 rankA 等于 A 的列数相同.

定义 1.3.4. 方程 Ax = 0 称为齐次线性方程组 (system of homogeneous linear equations).

定理 1.3.5. 齐次线性方程组 Ax = 0 的解在加法和数乘下封闭.

证明: 注意到
A(x+ y) = Ax+Ay

A(cx) = cAx
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定理 1.3.6. 对于线性方程组 Ax = b, 如果 x̃ 是其某一解 (特解), 则 Ax = b 的所有解均可唯一

的表达为 x = y + x̃, 其中 y 是 Ax = 0 的解.

证明: 只需验证如下两点:
(1) 验证 y + x̃ 是解.
(2) 验证当 x 是解时, x = (x− x̃) + x̃, 其中 x− x̃ 满足 Ax = 0.

注记. 从几何上来看, 齐次线性方程组 Ax = 0 的解构成了 Rn 中的一个对加法数乘封闭的子集,
之后我们会用更抽象的观点去描述这种子集, 并称其为一个子空间. 而 Ax = b 的解相当于是将

这个子空间做了平移.
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第二章 矩阵及其运算

2.1 矩阵乘法

在 Mm×n(R) 上有如下的运算:
(1) 加法: A = (aij)m×n, B = (bij)m×n, 则 A+B := (aij + bij)m×n.
(2) 数乘: A = (aij)m×n, c ∈ R, 则 cA := (caij)m×n.
并且对于 A ∈Mm×n(R), B ∈Mn×l(R), 可以定义矩阵的乘法为 AB := (cij)m×l, 其中

cij =
n∑

k=1

aikbkj

即 AB 的 (i, j) 元是由 A 的第 i 行去乘 B 的第 j 列然后作求和得到的. 注意只有 A 的列数与

B 的行数相同时, 其才能做矩阵乘法, 否则无意义. 因此在 Mn×n(R) 上还有第三种运算:
(3) 乘法: A = (aij)n×n, B = (bij)n×n, 则 AB := (

∑n
k=1 aikbkj)n×n.

注记. 对于矩阵 A = (aij)m×n, x = (xi)n×1 以及 b = (bi)n×1, 矩阵乘法的等式 Ax = b 给出了一

个线性方程组, 这也是为什么我们之前如此记线性方程组的原因.

命题 2.1.1. 矩阵乘法具有结合律.

证明: 假设 A,B,C ∈Mn×n(R), 不妨记 C = (c1, . . . , cn), 其中 ci 是列向量. 那么

(AB)C = ((AB)c1, . . . , (AB)cn)

A(BC) = A(Bc1, . . . , Bcn) = (A(Bc1), . . . , A(Bcn))

因此只需对每个 ci 验证 (AB)ci = A(Bci) 即可, 因此我们不妨假设 C 是 n× 1 的矩阵. 将 A 写

作

A =


a1

a2
...
an


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其中 ai 是行向量, 那么

(AB)C =


a1B

a2B
...

anB

C =


a1BC

a2BC
...

anBC



A(BC) =


a1(BC)

a2(BC)
...

an(BC)


因此只需要对每一个 ai 验证即可, 因此我们不妨假设 A 是 1× n 的矩阵, 那么

((a1, . . . , an)B)


c1

c2
...
cn

 =

n∑
j=1

(

n∑
i=1

aibij)cj =
∑
i,j

aibijcj

(a1, . . . , an)(B


c1

c2
...
cn

 =
n∑

j=1

ai(
n∑

i=1

bijc)j =
∑
i,j

aibijcj

有了矩阵乘法, 我们可以将之前对系数矩阵做的初等行变换用矩阵的语言来再说一遍.

定义 2.1.2. 如下的三类矩阵被称为初等矩阵 (elementary matrix)
(E1)

E[ij] =



1
. . .

0 · · · 1
... . . . ...
1 · · · 0

. . .
1


即交换 In 的第 i 行与第 j 行得到的矩阵.

(E2)

E[i, c] =



1
. . .

c
. . .

1


即将 In 的第 i 行乘以 c 得到的矩阵, 其中 c 6= 0.
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(E3)

E[ij, c] =



1
. . .

1
... . . .
c · · · 1

. . .
1


即将 In 的第 i 行乘以 c 加到第 j 行得到的矩阵, 其中 c 6= 0.

例子. 假设系数矩阵

A =


r1

r2

r3


那么如果我们对其作用 (E3) 将第三行的 2 倍加到第一行上去, 得到的新的系数矩阵记做 A′, 那
么

A′ =


r1 + 2r3

r2

r3

 =


1 0 2

0 1 0

0 0 1

A

因此我们可以看出初等行变换 (E3) 可以看作是初等矩阵 (E3) 左乘.

命题 2.1.3. 对 A ∈Mm×n(R) 做初等行变换 O 等价于对左乘相应的初等矩阵 E.

证明: 根据定义验证即可.

推论 2.1.4. 对 A 做行变换 O1 . . . Ok 等价于左乘初等矩阵 Ek . . . E2E1.

注意到我们的初等行变换是可逆的, 用矩阵的语言来说, 对于初等矩阵 B ∈ Mn×n(R), 总存
在另一个初等矩阵 B′ 使得 BB′A = In, 其中 In 是只有对角线为 1, 其余地方全为零的 n× n 矩

阵.

定义 2.1.5. 对于矩阵 A ∈Mn×n(R)
(1) 若有 B 使得 BA = In, 则称 B 为 A 的左逆 (left inverse).
(2) 若有 C 使得 AC = In, 则称 C 为 A 的右逆 (right inverse).
(3) 如果左逆右逆均存在, 则称 A 可逆 (invertible).

定理 2.1.6. 对于矩阵 A ∈Mn×n(R), 如下叙述等价:
(1) A 可逆.
(2) A 存在左逆.
(3) A 存在右逆.
(4) rrefA = In.
(5) Ax = b 有唯一解.
(6) Ax = 0 有唯一解.
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(7) rankA = n.

证明: 根据线性方程组解的结构定理, 即定理1.3.21.3.2, 我们已经证明了 (4),(5),(6),(7) 的等价性.
(2) =⇒ (6): 如果 A 存在左逆, 那么 A−1Ax = 0 意味着 x = 0, 即 Ax = 0 只有唯一的解.
(5) =⇒ (3): 如果 Ax = b 存在唯一解, 那么我们不妨取

b1 =


1

0
...
0

 , b2 =


0

1
...
0

 , . . .

那么不妨记 Ax = b1, Ax = b2, . . . , Ax = bn 唯一的解分别是 w1, . . . , wn. 令 C = (w1, . . . , wn)

则 AC = In, 即 C 是 A 的右逆.

注记. 至此已经证明了如果矩阵 A 存在左逆, 那其一定存在右逆, 即 (2) =⇒ (3).

(3) =⇒ (2): 假设 A 有右逆, 存在 C 使得即 AC = In, 从而 CAC = C. 另一方面, 由于 C

存在左逆, 从而 C 存在右逆, 不妨记为 D, 因此

CA = CACD = CD = In

即 C 也是 A 的左逆.

注记. 从上述证明可以看出, 如果 A 存在左逆, 那么其右逆不仅存在, 并且还和左逆相同. 类似
的可以说明如果 A 存在右逆则其左逆不仅存在, 也与右逆相同.

命题 2.1.7. 若 A 可逆, 则左逆与右逆均唯一存在且相同, 记做 A−1.

证明: 我们只需要证明如果 A 可逆, 那么其左逆右逆都唯一: 假设 C 是 A 的一个左逆, D 是 A

的一个右逆, 那么
C = C In = CAD = InD = D

即 A 的任何左逆与右逆都相同. 那么假设 C1, C2 是 A 的两个左逆, 由于 C1 也是 A 的右逆, 从
而 C1 = C2, 即 A 的左逆唯一, 类似的, 我们也可以说明 A 的右逆唯一.

注记. 上述结论表明, 如果 A 可逆, 那么 rrefA = In, 而根据推论2.1.42.1.4可知行变换等价于左乘初
等矩阵, 因此将其化为最简行阶梯型的初等矩阵的乘积就是 A−1. 那么我们该如何将这些初等矩
阵的乘积记录下来呢? 考虑矩阵 (A, In), 对其进行操作使得 A 化为最简行阶梯型则有 (I, A−1),
这也给出了我们求逆的办法, 并且我们也有如下简单的推论.

推论 2.1.8. 矩阵 A 可逆当且仅当其为初等矩阵的乘积.

例子. 考虑 A = ( 1 2
3 4 ), 则(

1 2 1 0

3 4 0 1

)
→

(
1 2 1 0

0 −2 −3 1

)
→

(
1 2 1 0

0 1 3
2 −1

2

)
→

(
1 0 −2 1

0 1 3
2 −1

2

)

即 A−1 =
(

−2 1
3
2

− 1
2

)
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注记. 更一般的, 如果 2× 2 矩阵可逆, 那么(
a b

c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

2.2 矩阵的转置

定义 2.2.1. 对于矩阵 A = (aij)m×n, 其转置矩阵 (transpose matrix), 记做 AT , 是一个 n ×m

阶矩阵 (bij)n×n, 其中 bij = aji.

定义 2.2.2. 矩阵 A ∈Mn×n(R) 被称为对称矩阵 (symmetric matrix), 如果 AT = A.

例子. 对于列向量来说, 其转置为行向量; 对于行向量来说, 其转置为列向量.

命题 2.2.3. 对于矩阵转置来说, 我们有如下简单的性质:
(1) (AT )T = A.
(2) (AB)T = BTAT .
(3) AAT = 0 当且仅当 A = 0.

证明: 直接验证即可.

推论 2.2.4. 对 A ∈Mm×n(R) 做列变换等价于右乘可逆矩阵 B ∈Mn×n(R).

证明: 利用转置矩阵的观点, 对矩阵 A 进行列变换, 等价于对 AT 进行行变换再转置, 而列变换
等价于左乘可逆矩阵, 因此根据命题2.2.32.2.3的 (2) 即可.

回忆定义1.2.61.2.6, 我们定义矩阵 A 的秩为其最简行阶梯型的主元个数. 一个自然的问题就是
AT 的秩与 A 的秩有什么关系呢?11 我们可以证明 rankA = rankAT , 这主要依赖于下面的定理.

定理 2.2.5. 列变换不改变矩阵 A 的秩.

证明: 假设 A 是 m × n 阶矩阵, 根据推论2.2.42.2.4, 我们只需要对可逆矩阵 B ∈ Mn×n(R) 证明
rankA = rank(AB). 我们不妨记 rankA = k, rank(AB) = l. 根据线性方程组解的理论可知

1. Ax = 0 有主元 xi1 , . . . , xik 以及自由元 xik+1
, . . . , xin .

2. ABy = 0 有主元 yi1 , . . . , yil 以及自由元 yil+1
, . . . , yln .

由于 Ax = 0 的解与 ABy = 0 的解之间满足 x = By, 由于 B 是可逆矩阵, 根据定理 2.1.62.1.6 可知
两者解之间存在一一对应, 从而主元与自由元的情况是相同的, 从而 k = l.

推论 2.2.6. 对于矩阵 A 来说, rankA = rankAT .

证明: 我们对 A 的最简行阶梯型 rrefA 作列变换, 将其化作如下形式(
Ik Ok×n−k

Om−k×k Om−k×n−k

)

其中 O 代表分量全为零的矩阵. 此时 A 与 AT 都为最简行阶梯型, 从而 rankA = rankAT =

k.
1在一些教材中我们这里定义的矩阵的秩又被称为行秩, AT 的秩被称为 A 的列秩, 即我们要证明矩阵的行秩与列

秩相同.
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从上述证明过程中, 根据可逆矩阵与行列变换的关系, 我们还能看出:

推论 2.2.7. 对于矩阵 A ∈Mm×n, 存在可逆矩阵 P,Q 使得

PAQ =

(
Ik Ok×n−k

Om−k×k Om−k×n−k

)

其中 k = rankA, 这被称为 A 的相抵标准型 (canonical form).

定义 2.2.8. (实) 矩阵 A,B 之间被称为相抵 (equivalent), 如果存在 (实) 可逆矩阵 P,Q 使得

PAQ = B.

定理 2.2.9. m× n 阶矩阵 A,B 之间相抵当且仅当 rankA = rankB, 即相抵关系完全由矩阵的
秩分类.

证明: 由于行列变换不改变矩阵的秩, 从而相抵矩阵有相同的秩; 另一方面, 如果 A,B 有相同的

秩, 它们的相抵标准型相同, 从而相抵.

2.3 分块矩阵

一般来说, 当 n 较大时, 求解 n× n 矩阵的逆对人工操作来说是相对较麻烦的, 但如果矩阵
有相对较好的形式, 此时的求解也可以化简. 下面将介绍分块矩阵的想法, 给定矩阵 A, 我们可
以做适当的划分, 将其看作矩阵元素是矩阵的矩阵. 例如

A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


我们可以将其看成 2× 2 的矩阵 (Aij)2×2, 其中

A11 =

(
a11 a12

a21 a22

)
A12 =

(
a13

a23

)
A21 =

(
a31 a32

)
A22 =

(
a33

)
如果可逆矩阵 A 可以写成分块对角的形式, 即

A =


A1

A2

A3

A4


那么则有

A−1 =


A−1

1

A−1
2

A−1
3

A−1
4


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同样的, 我们可以对分块矩矩阵进行分块行列变换, 得到相对较好的形式. 例如对于分块矩
阵

M =

(
A B

C D

)
其中 A,B,C,D 都是方阵. 如果 A 可逆, 那么(

A B

C D

)(
I −A−1B

0 I

)
=

(
A 0

C D − CA−1B

)

即通过行列变换将其下三角化, 对于 B,C,D 可逆的时候我们也可以做类似的事情. 特别地是,
如果我们采取不同的变换得到相同的等式, 这有时候可以给我们带来一些非平凡的结果.

例子. 对于列向量 α, β, 考虑 (
I α

βT 1

)−1

一方面我们考虑(
I α I O
βT 1 O 1

)
→

(
I α I O
0 1− βTα −βT 1

)
→

(
I α I O
0 1 −βT (1− βTα)−1 (1− βTα)−1

)

→

(
I 0 I+α(1− βTα)−1βT −(1− βTα)−1α

0 1 −(1− βTα)−1βT (1− βTα)−1

)

另一方面我们有(
I α I O
βT 1 O 1

)
→

(
I−αβT 0 I −α
βT 1 0 1

)
→

(
I 0 (I−αβT )−1 −(I−αβT )−1α

βT 1 0 1

)

→

(
I 0 (I−αβT )−1 −(I−αβT )−1α

0 1 −βT (I−αβT )−1 1 + βT (I−αβT )−1α

)

从而我们有非平凡等式
(I−αβT )−1 = I+α(1− βTα)−1βT

(1− βTα)−1 = 1 + βT (I−αβT )−1α

2.4 矩阵的行列式

回忆在注2.12.1中, 我们有 (
a b

c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

因此 2× 2 矩阵可逆当且仅当 ad− bc 6= 0. 实际上, ad− bc 有如下的几何含义: 考虑在 R2 中由

列向量 v = ( ac ) , w =
(
b
d

)
围成的平行四边形, 向量 v, w 的夹角 θ 满足

cos θ =
ab+ cd√

a2 + c2
√
b2 + d2
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从而 v, w 围成的平行四边形面积为

S =
√

1− cos θ2
√
a2 + c2

√
b2 + d2

=
√
(ad− bc)2

= |ad− bc|

注意 ad − bc > 0 与 < 0 两种情况分别对应了 v 在 w 左侧或右侧两种情况, 因此 ad − bc 可以

看作是 v, w 围成的平行四边形的“有向面积”, 我们将要定义的行列式, 就是这种有向面积的高
维推广.

定义 2.4.1. Rn 上的 n 次多重反对称线性函数 (multiple skew symmetric linear function)(多重
反对称线性函数, multiple skew symmetric linear function) 是函数

f : Rn × · · · × Rn︸ ︷︷ ︸
n个

→ R

满足条件

(1) f(v1, . . . , cvi, . . . , vn) = cf(v1, . . . , vn), 其中 c ∈ R.
(2) f(v1, v2, . . . , v

′
i + vi, . . . , vn) = f(v1, . . . , v

′
i, . . . , vn) + f(v1, . . . , vi, . . . , vn).

(3) f(v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vn) = −f(v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vn).
(4) f(e1, . . . , en) = 1.

定理 2.4.2. Rn 上的 n 次多重反对称线性函数存在且唯一.

证明: 对 n 进行归纳: 当 n = 1 时, 由于 f(e1) = 1 以及任取 v ∈ R 我们有 v = ce1, 从
而 f(v) = c, 即此时被唯一确定. 假设当 n < k 时假设成立, 考虑 n = k 的情形. 任取
v = (v1, . . . , vk) ∈ Rk,

定义 2.4.3. 假设 f 是 Rn 上 n次多重反对称线性函数,对于 A ∈Mn×n(R),记 A = (v1, . . . , vn),
则 A 的行列式 (determinant)定义为

detA = |A| := f(v1, . . . , vn)

推论 2.4.4.

例子. 当 n = 2 时

det
(
a b

c d

)
= ad− bc

例子. 当 n = 3 时

det


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32

注记. 上述公式又被称为对角线法则.
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例子. 对于三种初等矩阵22, 其行列式分别为
(E1) detE[ij] = 1.
(E2) detE[i, c] = c.
(E3) detE[ij, c] = 1.
特别地, 对于矩阵 A 以及初等矩阵 E, 有 |AE| = |A||E|.

命题 2.4.5. 行列式有如下性质:
(1) 如果 A 的某一列为零, 则 |A| = 0.
(2) |A| 6= 0 当且仅当 rankA = n.
(3) | In | = 1.
(4) |AB| = |A||B|.
(5) |A−1| = |A|−1, |PAP−1| = |A|.
(6) |A| = |AT |.
(7) 假设 A 是分块上三角矩阵, 并且对角线分块矩阵为 A1, . . . , An, 则 |A| = |A1| . . . |An|. 特
别地, 如果 A 是上三角矩阵, 并且对角线元素为 a1, . . . , an, 则 |A| = a1 . . . an.

证明: (1). 根据定义2.4.12.4.1中 (1) 即可.
(2). 根据例2.42.4可知, 如果 E 是初等矩阵, 则 |AE| = |A||E|, 因此因此不妨将 A 写作

Ek . . . E1 rrefA, 其中 Ei 是初等矩阵. 而 rankA = n 当且仅当 rrefA 没有零列, 并且由于
|Ei| 6= 0, 从而根据 (1) 可知 |A| 6= 0 当且仅当 rankA = n.

(3). 根据定义2.4.12.4.1中 (4) 即可.
(4). 假设 B 不可逆, 即 rankB < n, 根据 (2) 则有 |B| = 0. 而根据命题1.2.71.2.7有 rankAB ≤

rankB < n, 因此 |AB| = 0, 即 |AB| = |A||B|. 假设 B 可逆, 则根据推论2.1.82.1.8不妨将其写成初
等矩阵的乘积, 再根据初等矩阵的性质即可.

(5). 由 (4) 即得.
(6). 根据推论2.2.62.2.6可知 rankA = rankAT . 因此如果 rankA < n, 则 rankAT < n, 即根据

(2) 可知 |A| = |AT | = 0. 假设 rankA = n, 再根据推论2.2.62.2.6将 A 写成初等矩阵的乘积, 并注意
到对于初等矩阵 E 有 |E| = |ET |.

(7). 不妨假设

A =

(
A1 A2

O A3

)
假设 A1, A3 中有一个不可逆, 则此时 A 也不可逆, 因此 |A| = |A1||A2| = 0. 假设 A1, A2 都可

逆, 则此时 rrefA = In. 将 A1 化作最简行阶梯型的初等矩阵记做 E1, . . . , Ek, 将 A3 化作最简行

阶梯型的初等矩阵记做 E′
1, . . . , E

′
l, 则考虑

Ẽi =

(
Ei O
O I

)
, Ẽ′

j =

(
I O
O E′

j

)

则 Ẽk . . . Ẽ1Ẽ
′
l . . . Ẽ

′
1A = In, 从而 |A|−1 = |Ẽk| . . . |Ẽ1||Ẽ′

l| . . . |Ẽ′
1|. 注意到 |Ẽi| = |Ei|, |Ẽ′

j | =
|E′

j | 以及 |A1| =
∏k

i=1 |Ei|, |A3| =
∏l

j=1 |E′
j | 即可.

2见定义2.1.22.1.2
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命题 2.4.6. 对于 2n× 2n 阶矩阵

M =

(
A B

C D

)
其中 A,B,C,D 是 n× n 阶矩阵, 并且 AC = CA, 则 |M | = |AD − CB|

证明: 首先我们假设 A 可逆, 则

|M | = |

(
A B

0 D − CA−1B

)
|

= |A||D − CA−1B|

= |A(D − CA−1B)|

= |AD − CB|

而当 A 不可逆时, 我们不妨考虑 Aλ = A+ λI. 由于 |Aλ| 是 λ 的 n 次多项式, 从而对有限多个
λ 之外 Aλ 总可逆, 因此我们不妨取足够小的 λ 使得 Aλ 总可逆, 根据可逆时的情形我们有

|

(
Aλ B

C D

)
| = |AλD − CB|

从而我们令 λ→ 0 即有我们期待的结果33.

2.5 伴随矩阵

命题 2.5.1. 对于 A ∈Mn×n(R), 有

AA∗ = A∗A = detA In

推论 2.5.2. 如果 A ∈Mn×n(R) 可逆, 则

A−1 =
1

detAA∗

推论 2.5.3 (克拉姆法则 (cramer’s rule)). 对于线性方程组 Ax = b, 如果 A 可逆, 则有唯一解

x =
1

detAA∗b

2.6 矩阵的若干应用

2.6.1 快速傅立叶变换

给定两个 d 次多项式
f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ adx

d

g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ bdx
d

多项式乘积为

fg := a0b0 + (a1b0 + b1a0)x+ . . .

3这个操作称为微扰法, 是矩阵中一个非常经典的技巧.
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在实际计算中, 计算两个 d 次多项式的乘积需要进行 d2 次运算, 即复杂度为 O(d2). 在本节中
我们将介绍快速傅立叶变换 (fast fourier transformation), 将复杂度降到 O(d log d).

注意到对于 d 次多项式 f(x), 其可以由在 d + 1 个不同的 x 处取值决定, 即我们有如下的
矩阵表达式 

f(x0)

f(x1)
...

f(xd)

 = M


a0

a1
...
ad

 =


1 x0 x20 . . . xd0

1 x1 x21 . . . xd1
...

...
1 xd x2d . . . xdd




a0

a1
...
ad


其中 M 被称为范德蒙德矩阵 (Vandermond matrix).

练习. |M | =
∏

i<j(xi − xj) 6= 0, 即 M 可逆.

例子. 例如 f(x) = x4 + 3x3 + 2x2 + x+ 1, 我们将其写作

f(x) = (x4 + 2x2 + 1) + x(3x2 + 1)

= fe(x
2) + xfo(x

2)

从而
f(xi) = fe(x

2
i ) + xifo(x

2
i )

f(−xi) = fe(x
2
i )− xifo(x

2
i )
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第三章 线性空间与线性映射

3.1 Rn 情形

3.1.1 Rn 的子空间

回忆对于线性方程组 Ax = 0 的解构成的集合, 其满足:
(1) 加法封闭.
(2) 数乘封闭.

定义 3.1.1. 将满足 (1) 和 (2) 的 Rn 的非空子集称为 Rn 的子空间 (subspace).

例子. {0} 是子空间11, 称为零空间 (zero space).

命题 3.1.2. Rn 的任何一个子空间 W 均包含零空间.

证明: 任取 w ∈W , 由于 W 对于数乘封闭, 那么 0 = 0w ∈W .

注记. 零空间是在包含关系下最小的子空间.

定义 3.1.3. 齐次线性方程组 Ax = 0 的解是 Rn 的子空间, 被称为解空间, 也被称为 A 的核

(kernel), 记为 kerA.

例子. 如果 A 是 3×3 阶矩阵, 根据线性方程组解的结构定理, 即定理1.3.21.3.2, 我们可以发现 kerA
在 R3 中的形式与 rankA 关系密切:
(1) rankA = 0, 此时 A 是零矩阵, 从而 kerA = R3.
(2) rankA = 1, 此时 kerA 是通过原点的平面.
(3) rankA = 2, 此时 kerA 是通过原点的直线.
(4) rankA = 3, 此时 A 可逆, 从而 kerA = {0}.

注记. 实际上, 这不是巧合, 见维数公式, 即定理3.5.33.5.3.

定义 3.1.4. 给定 v1, . . . , vn ∈ Rm, 则

spanR{v1, . . . , vn} := {x1v1 + · · ·+ xnvn | xi ∈ R}

称为 v1, . . . , vn 的线性张成 (linearly span), 可以直接验证 spanR{v1, . . . , vn} 是子空间.
1这里的 0 指代零向量, 之后可能会用 0 即代指实数零又代指零向量, 请读者注意自己区分.
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注记. 现在我们来看一下线性方程组与线性张成的关系: 给定 A ∈ Mm×n(R), 将其写作 A =

(v1, . . . , vn), 那么 Ax = b 有解当且仅当

b ∈ spanR{v1, . . . , vn}

这个时候也称 spanR{v1, . . . , vn} 是 A 的列空间 (column space), 记做 imA. 类似的, 我们也可
以定义其行空间 (row space), 记做 imAT .

命题 3.1.5. 列变换不改变 A 的列空间.

证明: 不妨将 A写作 A = (v1, . . . , vn), 根据推论2.2.42.2.4, 做列变换等价于右乘可逆矩阵 B, 因此不
妨记 A 做列变换得到的矩阵为 AB = (v1, . . . , vn). 根据矩阵乘法的定义, 我们有 v1, . . . , vn 都

是 v1, . . . , vn 的线性组合, 从而

spanR{v1, . . . , vn} ⊆ spanR{v1, . . . , vn}

并且由于列变换是可逆的, 即 A 也可以由 AB 做列变换得到, 从而

spanR{v1, . . . , vn} ⊆ spanR{v1, . . . , vn}

即列变换不改变 A 的列空间.

推论 3.1.6. 行变换不改变 A 的行空间.

证明: 证明同上.

3.1.2 线性相关性

定义 3.1.7. v1, . . . , vn ∈ Rm 被称为线性无关 (linearly independent), 如果 0 表示为 v1, . . . , vn

的线性组合的方式唯一, 即只有
0 = 0v1 + · · ·+ 0vn

否则 v1, . . . , vn 被称为线性相关 (linearly dependent).

命题 3.1.8. 若 v1, . . . , vn 线性无关, 则对于 v ∈ spanR{v1, . . . , vn}, 其被写成 v1, . . . , vn 线性组

合式子的系数是唯一的.

证明: 不妨假设
v = a1v1 + · · ·+ anvn

= b1v1 + · · ·+ bnvn

则

0 = (a1 − b1)v1 + · · ·+ (an − bn)vn

根据线性无关的定义可知 ai = bi 对任意的 1 ≤ i ≤ n 成立.

定理 3.1.9. v1, . . . , vn ∈ Rm 线性无关当且仅当 rankA = n, 其中 A = (v1, . . . , vn) 是 m×n 阶

矩阵, 此时也称 A 是列满秩的.
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证明: 注意到 v1, . . . , vn 线性无关当且仅当 Ax = 0 只有零解, 根据定理1.3.21.3.2可知这当且仅当
rankA = n.

推论 3.1.10. Rm 中 k 个列向量当 k > m 时一定线性相关.

证明: Rm 中 k 个列向量组成的矩阵 A 的秩在 k > m 时最大为 m.

推论 3.1.11. 列变换不改变矩阵列向量的线性相关性.

证明: 根据定理2.2.52.2.5, 列变换不改变矩阵的秩, 从而不改变列向量的线性相关性.

定理 3.1.12. 假设 v1, . . . , vn线性无关,则 v1, . . . , vn, vn+1线性相关等价于 vn+1 ∈ spanR{v1, . . . , vn}.

证明: 如果 vn+1 ∈ spanR{v1, . . . , vn}, 则显然 v1, . . . , vn+1 线性相关. 另一方面, 假设

a1v1 + · · ·+ an+1vn+1 = 0

的系数 a1, . . . , an+1 不全为零, 那么一定有 an+1 6= 0, 否则有

a1v1 + · · ·+ anvn = 0

并且 a1, . . . , an 不全为零, 这与线性无关相矛盾, 从而

vn+1 = −a−1
n+1(a1v1 + · · ·+ anvn) ∈ spanR{v1, . . . , vn}

定义 3.1.13. 对于 v1, . . . , vn ∈ Rm, 称 vi1 , . . . , vik 是极大线性无关组 (maximal linearly inde-
pendent set), 如果
(1) vi1 , . . . , vik 线性无关.
(2) 任何包含 vi1 , . . . , vik 的 {v1, . . . , vn} 的子集中的向量都线性相关.

注记. 若 v1, . . . , vn 不全为零, 则其一定存在极大线性无关组: 假设 v1 6= 0, 考虑 v1, v2 是否线性

相关, 如线性相关则剔除 v2, 线性无关则保留 v2. 再依次考虑 v3, v4, . . . 即可.

定理 3.1.14. 对于 v1, . . . , vn ∈ Rm, vi1 , . . . , vik 是其极大线性无关组, 则

spanR{v1, . . . , vn} = spanR{vi1 , . . . , vik}

证明: 显然 spanR{vi1 , . . . , vik} ⊆ spanR{v1, . . . , vn}, 并且根据定理以及极大线性无关组的定义
可知任取 i ∈ {1, . . . , n}\{i1, . . . , ik} 有

vi ∈ spanR{vi1 , . . . , vik}

从而 spanR{v1, . . . , vn} = spanR{vi1 , . . . , vik}.

对于一组向量来说, 其极大线性无关组可能有很多, 但是任何两个极大线性无关组中向量的
个数是一样的, 极大线性无关组不仅仅是包含意义下极大, 也是绝对数目的极大.

23



定理 3.1.15. 假设 v1, . . . , vn 的某个极大线性无关组中有 k 个向量, 则对于任意 vj1 , . . . , vjl, 其
中 l > k, 其线性相关.

证明: 假设 vi1 , . . . , vik 是 v1, . . . , vn 的一个极大线性无关组, 任取 l > k 以及 vj1 , . . . , vjl , 根据
极大线性无关组的定义有

(vj1 , . . . , vjl) = (vi1 , . . . , vik)A

其中 A ∈Mk×l(R), 从而

x1vj1 + · · ·+ xlvjl = (vj1 , . . . , vjl)


x1

x2
...
xl

 = (vi1 , . . . , vik)A


x1

x2
...
xl


由于 l > k, 从而根据线性方程组解的结构定理1.3.21.3.2可知 Ax = 0 有非零解, 从而 vj1 , . . . , vjl 线

性相关.

推论 3.1.16. v1, . . . , vn 的极大线性无关组中向量的数目是确定的.

3.1.3 Rn 子空间的维数

定义 3.1.17. Rn 的子空间 W 中的一个极大线性无关组被称作基 (basis).

例子. W = Rn, 则

e1 =


1

0
...
0

 e2 =


0

1
...
0

 . . . en =


0

0
...
1


是 Rn 的一组基.

定义 3.1.18. Rn 的子空间 W 的极大线性无关组中向量的个数被称为 W 的 (实) 维数 (dimen-
sion), 记做 dimRW .

注记. 根据推论3.1.163.1.16可知W 的维数是良定义的,并且如下三条中任意满足两条即可说明 v1, . . . , vk

是 W 的基:
(1) W = spanR{v1, . . . , vk}.
(2) v1, . . . , vk 线性无关.
(3) dimRW = k.

命题 3.1.19. 若 W1 ⊆W2 都是 Rn 的子空间, 则
(1) dimRW1 ≤ dimRW2, 并且等号成立当且仅当 W1 = W2.
(2) W1 的基可以扩充为 W2 的基.
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证明: (1). 由于 W1 中的线性无关组一定是 W2 中的线性无关组, 从而dimW1 ≤ dimW2, 等号
取得是显然的.

(2). 假设 W1 的基是 v1, . . . , vk, W2 的基是 w1, . . . , wl. 我们在取 v1, . . . , vk, w1, . . . , wl 的

极大线性无关组的时候仔细一些: 即前 k 个向量取 v1, . . . , vk, 这是可以做到的, 因为 v1, . . . , vk

本身线性无关. 这样取出的极大线性无关组就是由 v1, . . . , vk 扩充得到的 W2 的基.

定理 3.1.20. 对于矩阵 A ∈Mm×n(R), rankA 是行空间维数, rankAT 是列空间维数.

证明: 根据推论3.1.63.1.6可知行变换不改变行空间, 因此我们通过行变换将其化作最简行阶梯型, 此
时主元所在的行向量构成了行空间的一组基, 因此 rankA 是行空间维数. 类似的可以证明
rankAT 是列空间维数.

推论 3.1.21. 对于矩阵 A ∈Mm×n(R), dimR imA = rankA.

证明: 根据推论2.2.62.2.6即可.

3.2 域上的线性空间

定义 3.2.1. 集合 F 被称为域 (field), 如果其上带有运算:
(1) + : F× F→ F, 记做 (a, b) 7→ a+ b.
(2) × : F× F→ F, 记做 (a, b) 7→ ab.
满足:
(3) 交换律, 即 a+ b = b+ a, ab = ba.
(4) 结合律, 即 (a+ b) + c = a+ (b+ c), (ab)c = a(bc).
(5) 分配律, 即 a(b+ c) = ab+ ac.
(6) 单位元, 即存在 1, 0 ∈ F, 使得 a+ 0 = a, 1a = a.
(7) 逆元, 即存在 b ∈ F 是的 a+ b = 0; 对 a 6= 0, 存在 c 使得 ac = 1.

例子. Q,R,C 都是域.

例子. R× R 上定义:
(a, b) + (c, d) := (a+ c, b+ d)

(a, b)× (c, d) := (ac− bd, ad+ bc)

可以直接验证如上运算使得 R× R 构成了域.

注记. 在给定域 F 之后, 我们之前对实数域 R 所做的事情在一般的域 F 上均成立, 即线性函数,
线性方程组, 线性方程组解的结构, 秩, 子空间以及维数等等.

定义 3.2.2. 给定集合 V , 如果其上有如下结构:
(1) 加法 V × V → V , 记做 (v1, v2) 7→ v1 + v2.
(2) 数乘 F× V → V , 记做 (c, v) 7→ cv.
满足:
(3) 加法满足交换律, 结合律, 0 向量以及逆元.
(4) 数乘满足结合律以及单位元.
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(5) 加法和数乘满足分配律.
则称 V 构成了一个 F-线性空间 (vector space).

例子. Fn 构成了一个 F-线性空间. 特别地, Rn 是一个 R-线性空间.

例子. 假设有域之间的包含关系 F ⊆ E, 则任何 E-线性空间都可以视作 F-线性空间. 特别地, 任
何 C-线性空间都可以视作 R-线性空间.

例子. Mm×n(F) 构成了 F-线性空间, 但全体可逆矩阵不构成线性空间.

例子. 全体 R-系数多项式 R[x] 构成了 R-线性空间.

例子. 全体次数小于等于 n 的 R-系数多项式, 记做 R[x]≤n 构成了 R-线性空间.

例子. V = {f(x) | f(x)是定义在 [a, b] 上的光滑函数}, 这常常记做 C∞([a, b]).

我们之前对于 Rn 所发展的理论都可以对一般的 F-线性空间发展.

定义 3.2.3. 给定 F-线性空间 V , W ⊆ V 被称为 V 的子空间 (subspace), 如果 W 对 V 上的数

乘与加法都封闭.

定义 3.2.4. F-线性空间 V 中的向量 v1, . . . , vn 称为 F-线性无关 (linearly independent)(线性无
关, linearly independent), 如果 0 表示为 v1, . . . , vn 的 F-线性组合的方式唯一, 否则 v1, . . . , vn

称为线性相关 (linearly dependent).

定义 3.2.5. F-线性空间 V 的一个 F-极大线性无关组被称作 V 的 F-基 (basis).

定义 3.2.6. F-线性空间 V 的一个 F-极大线性无关组中向量的个数被称作 V 的 F-维数 (dimen-
sion).

注记. 注意, 在这里我们强调它作为某个域上线性空间的维数, 因为同一个集合作为不同线性空
间的维数可能不同, 例如 dimCC = 1 但是 dimRC = 2.

注记. 对于一般的 F-线性空间 V , 其维数不一定有限, 比如下面的例子.

例子. 对于 F-线性空间 F[x], 1, x, x2, . . . 构成了一个极大线性无关组, 因此 dimF F[x] =∞.

但是在这门课程中, 我们主要关心有限维的线性空间. 在之后, 如果不加特殊说明, 我们总
假设线性空间是有限维的.

例子. F-线性空间 Fn 有一组自然的基 {e1, . . . , en}, 其中 ei 是只有第 i 行为 1, 其余行为 0 的

列向量.

例子. 基本矩阵 Eij, 即只有 (i, j) 元是 1, 其余地方为零的矩阵构成了 Mm×n(F) 的一组基, 因
此 dimFMm×n(F) = mn.

例子. 1, x, x2, . . . , xn 构成了 F[x]≤n 的一组基, 因此 dimF F[x]≤n = n+ 1.
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例子. V = {ax2+bx+c
x3−x

| a, b, c ∈ F} 构成了一个 F-线性空间, 其有如下两组不同的基:

B = { x2

x3 − x
,

x

x3 − x
,

1

x3 − x
}

C = {1
x
,

1

x− 1
,

1

x+ 1
}

定义 3.2.7. V 是 F-线性空间, B = {v1, . . . , vn} 是其一组 F-基, 则对于 v ∈ V , 有

v = a1v1 + · · ·+ anvn

其中 ai ∈ F. 列向量

[v]B =


a1

a2
...
an

 ∈ Fn

被称为 v 在基 B 下的坐标 (coordinate).

注记. 对于 F-线性空间 V , v ∈ V 在不同基下的坐标往往有不同的优势: 在例3.23.2, 考虑

v =
3x2 + x+ 2

x3 − x

我们可以很轻易地写出其在 B 下的坐标

[v]B =


2

1

3


然而很难直接写出 [v]C . 另一方面, 基 C 便于积分, 因此如果我们有 [v]C , 则可以很轻易地将 v

的积分写出来. 因此搞清楚同一个向量在不同基下坐标的变换关系是非常有意义的问题.

对于 F-线性空间 V ,给定其一组基B = {v1, . . . , vn},我们可以将其视作矩阵B = (v1, . . . , vn),
此时我们有矩阵乘法的等式

v = B[v]B

并且对于另一个基 C = {w1, . . . , wn}, 任取 1 ≤ i ≤ j, 有

wi = v1p1i + · · ·+ vnpni

如果我们记矩阵 PBC = (pij)n×n, 并称其为基 B 到基 C 的转移矩阵 (transition matrix), 则有

C = BPBC

命题 3.2.8. 对于转移矩阵, 我们有如下简单的性质.
(1) [v]B = PBC [v]C .
(2) PB1B3 = PB1B2PB2B3.
(3) PBB = In.
(4) PBC 是可逆矩阵, 并且 P−1

BC = PCB.
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3.3 线性空间的构造

3.3.1 直和

定义 3.3.1. 给定 F-线性空间 V,W ,定义线性空间的外直和 (external direct sum)为集合 V ×W ,
其上带有结构

(1) (v1, w1) + (v2, w2) := (v1 + v2, w1 + w2), 其中 v1, v2 ∈ V,w1, w2 ∈W .
(2) c(v, w) := (cv, cw), 其中 v ∈ V,w ∈W, c ∈ F.
使得其成为一个 F-线性空间, 记做 V ⊕W .

例子. Rn 可以视作 n 个 R 的外直和.

定义 3.3.2. 给定 F-线性空间 V 以及其子空间 V1, V2, 如果
(1) V = V1 + V2, 即任何 V 中的向量可以表示成 V1, V2 中向量的组合.
(2) V1 ∩ V2 = {0}.
则称 V 是 V1 和 V2 的内直和 (internal direct sum).

命题 3.3.3. 给定 F-线性空间 V 以及其子空间 V1, V2, 如果 V 是 V1 和 V2 的内直和, 那么

T : V1 ⊕ V2 → V1 + V2

(v1, v2) 7→ v1 + v2

是线性同构, 即 V ∼= V1 ⊕ V2.

证明: 线性映射 T 显然是满射, 并且根据内直和的定义有 kerT = V1 ∩ V2 = {0}.

注记. 这意味着内直和与外直和是一体两面, 因此我们之后并不再区分内外直和, 而统称为直和.

定义 3.3.4. 给定 F-线性空间 V 以及子空间 V1, 如果存在子空间 V2 满足 V = V1 ⊕ V2, 则称 V2

是 V1 的补空间 (complement space).

注记. 根据命题3.1.193.1.19, 我们总可以将子空间的一组基延拓成全空间的一组基, 因此补空间总是
存在的.

命题 3.3.5. F-线性空间 V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk 当且仅当如下两条满足:
(1) V = V1 + · · ·+ Vk.
(2) 对任意 1 ≤ i ≤ k, 有 Vi ∩

∑
i ̸=j Vj = {0}.

命题 3.3.6. 给定 F-线性空间 V,W , 有

dimF V ⊕W = dimF V + dimFW

证明: 假设 {v1, . . . , vn}是 V 的一组基, {w1, . . . , wm}是W 的一组基,直接验证 {(v1, 0), . . . , (vn, 0), (0, w1), . . . , (0, wm)}
构成了 V ⊕W 的一组基.
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3.3.2 商空间

定义 3.3.7. 给定 F-线性空间 V 以及其子空间 W , 商空间 (quotient space)定义为集合 V /W ,
其上带有结构:
(1) (v1 +W ) + (v2 +W ) := (v1 + v2) +W , 其中 v1, v2 ∈ V .
(2) c(v +W ) := cv +W , 其中 c ∈ F.
使得其称为一个 F-线性空间.

注记. 注意我们在处理商集的时, 定义的良好性是我们始终要考虑的问题, 即定义不依赖于代表
元的选取.

命题 3.3.8. 给定 F-线性空间以及商空间 V /W , 自然投射 (canonical projection)

π : V → V /W

v 7→ v +W

是满的线性映射, 并且 kerπ = W .

命题 3.3.9. 给定 F-线性空间以及商空间 V /W , 有

dimF V = dimF V /W + dimFW

证明: 假设 v1+W, . . . , vn+W , w1, . . . , wm分别构成了 V /W 和W 的基,直接验证 v1, . . . , vn, w1, . . . , wm

构成了 V 的一组基.

3.4 线性映射

3.4.1 定义与例子

定义 3.4.1. 对于 F-线性空间 V,W , 映射 T : V →W 被称为 F-线性映射 (linear map), 如果
(1) 对任意 v1, v2 ∈ V 有 T (v1 + v2) = Tv1 + Tv2.
(2) 对于任意 c ∈ F, v ∈ V 有 T (cv) = cv.

定义 3.4.2. F-线性映射 T 是线性同构 (linear isomorphism), 如果其既是双射也是满射.

定义 3.4.3. F-线性空间 V,W 称为线性同构 (linear isomorphism), 如果存在线性同构 T : V →
W .

例子. 逆时针旋转角度 θ 是 R2 → R2 的 R-线性同构.

例子. Rn 到子空间 W 的投影映射是 R-线性映射.

命题 3.4.4. 给定 n 维 F-线性空间 V 以及其一组基 B = {v1, . . . , vn}, 如下映射是 F-线性同构

T : V → Fn

n∑
i=1

aivi 7→
n∑

i=1

aiei
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证明: 映射 T 显然是 F-线性的, 并且满射也是显然的. 假设

T (
n∑

i=1

aivi) =
n∑

i=1

aiei = 0

根据 {ei} 的线性无关性可知 ai = 0, 从而
∑n

i=1 aivi = 0.

推论 3.4.5. F-线性空间 V,W 之间同构当且仅当 dimF V = dimFW , 即维数是线性空间的完全
不变量.

证明: 显然同构的线性空间有相同的维数; 另一方面, 假设 dimF V = dimFW = n, 则 V ∼= Fn ∼=
W .

例子. 对于矩阵 A ∈Mm×n(F), 对于 n 维 F-线性空间 V 以及 m 维 F-线性空间 W

TA : V →W

v 7→ CA[v]B

是 F-线性映射, 其中 B,C 分别是 V 和 W 的基. TA 为线性同构当且仅当 A 可逆.

定义 3.4.6. 给定 F-线性空间 V,W , 全体 V 到 W 的 F 线性映射组成的集合记做 HomF(V,W ).

注记. HomF(V,W ) 上有自然的加法与 F-数乘结构如下:
(1) (T1 + T2)v = T1v + T2v, 其中 v ∈ V .
(2) (cT )v = cTv, 其中 v ∈ V, c ∈ F.
并且可以直接验证上述结构使得 HomF(V,W ) 是 F-线性空间.

命题 3.4.7. 给定 F-线性映射 T1 : V1 → V2, T2 : V2 → V3, 则 T2 ◦ T1 ∈ HomF(V1, V3).

3.4.2 线性映射与矩阵

定理 3.4.8. 对于 n 维 F-线性空间 V 以及 m 维 F-线性空间 W , 有如下 F-线性空间的同构

Mm×n(F)←→ HomF(V,W )

证明: 考虑映射
Mm×n(F)→ HomR(V,W )

A 7→ TA

首先线性性是显然的. 我们固定 V 的一组基 {v1, . . . , vn} 以及 W 的基 C = {w1, . . . , wm}.
对于矩阵 A1, A2 ∈ Mm×n(F), 注意到 [TA1vi]C 是 A1 的第 i 列, [TA2vi]C 是 A2 的第 i 列,
从而如果 TA1 = TA2 , 从而 A1 = A2; 另一方面, 对于 T ∈ HomF(V,W ), 我们可以得到矩
阵22[T ]CB = ([Tv1]C , . . . , [Tvn]C) ∈Mm×n(F), 直接验证有

Tv = T ((v1, . . . , vn)[v]B)

= (Tv1, . . . , T vn)[v]B

= C([Tv1]C , . . . , [Tvn]C)[v]B

= T[T ]CB
v

2我们称矩阵 [T ]CB 为线性映射 T 在基 B,C 下的矩阵.
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注记. 这是一个非常重要的观点, 即当我们取定线性空间 V 的一组基之后, 根据命题3.4.43.4.4我们可
以将 V 看作 Fn, 并且根据定理3.4.83.4.8我们可以将线性映射看作矩阵, 因此线性空间上线性映射的
问题可以被转化成矩阵问题来解决, 这更加的具体, 以及可计算.

注意到定理3.4.83.4.8中的对应是依赖于基的选取的, 那么一个自然的问题是给定一个 F-线性映
射, 选取不同的基得到的矩阵之间有什么关系?

命题 3.4.9. 假设 B1, B2都是 F-线性空间 V 的基, C1, C2都是W 的基,则对于 T ∈ HomF(V,W ),
有

[T ]C1
B1

= PC1C2 [T ]
C2
B2

PB2B1

定义 3.4.10. 矩阵 A,B ∈ Mn×n(F) 称为相似 (similar), 如果存在可逆矩阵 P ∈ Mn×n(F) 使得
PAP−1 = B.

因此, 对于 F-线性映射 T : V → V , 其在不同基下的矩阵是相似的, 这也是相似矩阵的几何
解释. 如果对于矩阵来说一些量是相似不变量33, 则我们可以对线性映射定义.

定义 3.4.11. 对于 F-线性映射 T : V →W , 其行列式 (determinant)定义为 det[T ]CB, 其中 B,C

分别是 V,W 的基, 记做 detT .

注记. 根据命题2.4.52.4.5的 (5) 即可.

定义 3.4.12. 对于 F-线性映射 T : V → W , 其秩 (rank)定义为 rank[T ]CB, 其中 B,C 分别是

V,W 的基, 记做 rankT .

注记. 由于相似矩阵只相差可逆矩阵左乘右乘, 并且左乘右乘可逆矩阵不改变矩阵的秩, 从而线
性映射的秩定义是良好的.

例子. 考虑如下线性映射
T : R[x]≤n → R[x]≤n

f(x) 7→ df
dx

考虑基 B = {1, x, . . . , xn}, 则有

[T ]BB =



0 0 . . . 0 0

1 0 . . . 0 0

0 2 . . . 0 0
...

...
...

...
0 0 . . . n 0


(n+1)×(n+1)

注记. 在上面的例子中, Tn+1 = 0, 并且 rankT = n.
3即指如果两个矩阵相似, 它们的这个量相同.
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3.5 维数公式

定义 3.5.1. 对于 F-线性映射 T : V →W , 其核 (kernel)定义为

kerT := {v ∈ V | Tv = 0}

其像 (image)定义为
imT := {Tv ∈W | v ∈ V }

命题 3.5.2. 对于 F-线性映射 T : V →W , kerT 是 V 的子空间, imT 是 W 的子空间.

定理 3.5.3 (维数公式). 对于 F-线性映射 T : V →W , 有

dimV = dim kerT + dim imT

推论 3.5.4. 对于 A ∈Mm×n(F), 有如下维数公式成立

dim kerA+ rankA = n

推论 3.5.5. 对于 A ∈Mm×n(F), 线性方程组 Ax = 0 解空间的维数为 n− rankA.
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第四章 对角化

对于 F-线性映射 T : V → V , 能否找到 V 的一组基 {v1, . . . , vn} 满足对任意的 1 ≤ i ≤ n

有 Tvi = λivi, 其中 λi ∈ F, 称为线性映射的可对角化问题. 用矩阵的语言来说, 给定矩阵
A ∈Mn×n(F), 是否存在可逆矩阵 P ∈Mn×n(F) 使得 PAP−1 是对角矩阵.
当 dimF V = 1 时是显然的, 因为任何 1× 1 阶矩阵都是对角矩阵. 但是对一般的维数来说,

并不是所有的线性映射都是可对角化的. 考虑 dimF = 2 的情形: 固定 V 的一组基 B 将 T 看作

矩阵

A =

(
a b

c d

)
那么 0 6= v ∈ V 满足 Tv = λv, 其中 λ ∈ F, 等价于 (λ I2−A)v = 0 有非零解, 根据定理2.1.62.1.6以
及命题2.4.52.4.5的 (2) 可知这等价于 λ 满足 |λ I2−A| = 0, 即

λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc = 0

我们考虑如下的情况:
(1) 如果 λ2 − (a + d)λ + ad − bc = 0 不存在根, 那么一定不存在 V 的一组基 {v1, v2} 使得

Tvi = λivi, 其中 i = 1, 2.
(2) 如果 λ2 − (a + d)λ + ad − bc = 0 有两个不同的根 λ1, λ2, 那么考虑对于每一个 λi 考虑

(λi I2−A)v = 0 的非零解 vi, 那么我们断言 {v1, v2} 构成了一组基, 因此满足我们的要求:
假设 {v1, v2} 线性相关, 不妨假设 v1 = µv2, 从而

λ1v1 = Tv1 = T (µv2) = µλ2v2

这意味着 µ(λ1 − λ2) = 0, 从而有 µ = 0, 从而证明了 v1, v2 线性无关.
(3) 如果 λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc = 0 有重根 λ, 我们要考虑 λ I2−A 的秩:

(a) rank(λ I2−A) = 0, 此时根据推论3.5.53.5.5解空间的维数是 2, 因此可以找到两个线性无
关的向量 {v1, v2} 满足 Tvi = λvi, 其中 i = 1, 2.

(b) rank(λ I2−A) = 1, 此时根据推论3.5.53.5.5解空间的维数是 1, 则此时找不到两个线性无
关的向量.

注记. 实际上, 我们对 2 维情况做的分析, 已经暗示了对一般的维数该如何去分析.
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4.1 特征值与特征向量

4.1.1 线性映射语言

定义 4.1.1. 对于 F-线性映射 T : V → V , λ ∈ F 被称为 T 的特征值 (eigenvalue), 如果存在
0 6= v ∈ V 使得

Tv = λv

此时 v 称为特征值 λ 对应的特征向量 (eigenvector).

定义 4.1.2. 对于 F-线性映射 T : V → V , 其中 dimF V = n. 关于 λ 的 n 次多项式 |λ In−T | 称
为 T 的特征多项式 (characteristic polynomial).

注记. 显然, F-线性映射 T 的特征值是特征多项式在域 F 中的根, 因此 n 维线性空间上的线性

映射至多有 n 个不同的特征值. 并且值得注意的是其可能没有特征值.

命题 4.1.3. 假设 V 是 n 维 C-线性空间, 给定 C-线性映射 T : V → V , 存在 V 的一组基 B 使

得 [T ]BB 是上三角矩阵.

证明: 我们对维数 n 做归纳法: 当 n = 1 的时候是显然的. 假设命题对 n < k 都成立, 当 n = k

时, 由于 C 是代数闭域, 因此 T 的特征多项式总存在根, 即 T 总有特征值. 不妨假设 v1 ∈ V 是

T 对于特征值 λ1 的特征向量. 将 v1 扩充为 V 的一组基 B = {v1, . . . , vn}, 则

[T ]BB =

(
λ1 ∗
O A

)

其中 A 是 (k − 1) × (k − 1) 阶矩阵. 根据归纳法存在可逆矩阵 P 使得 PAP−1 是上三角矩阵,

从而考虑基 B′ = B

(
1 0

0 P

)
, 则此时 T 在这组基下的矩阵为上三角矩阵.

推论 4.1.4. 对于 C-线性映射 T : V → V , 其特征值恰为 [T ]BB 对角线上的元素, 其中 B 是使得

[T ]BB 为上三角矩阵的基.

定义 4.1.5. 对于 F-线性映射 T : V → V , 全体特征值 λ 对应的特征向量构成了一个 F-线性空
间, 称为特征值 λ 的特征子空间 (eigenspace), 记做 Vλ.

命题 4.1.6. 对于 F-线性映射 T : V → V 以及其特征值 λ, 有

Vλ = ker(λ I−T )

证明: 根据定义即可.

定理 4.1.7. F-线性映射 T : V → V 可对角化当且仅当 V 有特征子空间分解, 即 V = Vλ1 ⊕
· · · ⊕ Vλs, 其中 λ1, . . . , λs 是 T 的全体不同特征值.

证明: 假设 V = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλs , 则任取 Vλ1 , . . . , Vλs 的基, 将其并起来得到 V 的一组基, 则在
这组基下 T 对应的矩阵是对角矩阵; 另一方面, 假设 T 可对角化, 则可以找到 V 的一组由特征

向量构成的基, 这组基给出了 V 的特征子空间分解.
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4.1.2 矩阵语言

定义 4.1.8. 对于矩阵 A ∈ Mm×n(F), λ ∈ F 被称为 A 的特征值 (eigenvalue), 如果存在非零列
向量使得

Av = λv

此时 v 称为特征值 λ 对应的特征向量 (eigenvector).

定义 4.1.9. 对于矩阵 A ∈ Mn×n(F), 关于 λ 的 n 次多项式 |λ In−A| 称为 A 的特征多项式

(characteristic polynomial).

定义 4.1.10. 对于矩阵 A ∈ Mn×n(F), 全体特征值 λ 对应的特征向量构成了一个 F-线性空间,
称为特征值 λ 的特征子空间 (eigenspace), 记做 Vλ.

命题 4.1.11. 对于矩阵 A ∈Mn×n(F) 以及其特征值 λ, 有

Vλ = ker(λ In−T )

定理 4.1.12. 矩阵 A ∈Mn×n(F) 可对角化当且仅当 Fn 有特征子空间分解, 即 Fn = Vλ1 ⊕· · ·⊕
Vλs, 其中 λ1, . . . , λs 是 T 的全体不同特征值.

4.2 极小多项式

定义 4.2.1. 对于 F-线性映射 T : V → V , 多项式 f(λ) ∈ F[λ] 称为其零化多项式 (annihilation
polynomial), 如果 f(T ) = 0.

注记. 类似的, 我们可以对矩阵定义其零化多项式, 即将矩阵视作线性映射. 本节之后所有的概
念以及结果都可以用矩阵的语言叙述, 在此不再赘述.

定义 4.2.2. 对于 F-线性映射 T : V → V , 其次数最低的首一零化多项式被称为极小多项式
(minimal polynomial).

命题 4.2.3. 对于 F-线性映射 T : V → V , 其极小多项式整除其任何一个零化多项式.

证明: 假设 m(λ) 是 T 的极小多项式, f(λ) 是 T 的某个零化多项式, 作带余除法则有

f(λ) = m(λ)q(λ) + r(λ)

其中 r(λ) 显然也是 T 的零化多项式. 如果 r(λ) 不为零, 根据带余除法的结果我们有 deg r(λ) <
m(λ), 这与极小多项式的定义矛盾.

推论 4.2.4. 对于 F-线性映射 T : V → V , 其极小多项式是唯一的.

证明: 假设 m1(λ),m2(λ) 都是 T 的极小多项式, 从而有 m1(λ) | m2(λ) 以及 m2(λ) | m1(λ), 因
此 m1(λ),m2(λ) 之间相差一个非零常数 c, 再利用首一性可知 m1(λ) = m2(λ).

定理 4.2.5 (Cayley-Hamilton). 对于 F-线性映射 T : V → V , 其特征多项式是其零化多项式.

推论 4.2.6. 对于 F-线性映射 T : V → V , 其极小多项式整除其特征多项式.
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命题 4.2.7. 对于 F-线性映射 T : V → V , 如果 f(λ) 是其零化多项式, 则其特征值 λ 也是该多

项式的根. 特别地, 是其极小多项式的根.

注记. 根据推论4.2.64.2.6以及命题4.2.74.2.7可知, 如果 F-线性映射 T : V → V 的分解为一次因式的乘积

f(λ) = (λ− λ1)
n1 . . . (λ− λs)

ns

那么其极小多项式为

m(λ) = (λ− λ1)
k1 . . . (λ− λs)

ks

其中 ki ≤ ni, 1 ≤ i ≤ s.

定理 4.2.8. 对于 F-线性映射 T : V → V , 其在 F 上可对角化当且仅当极小多项式 m(λ) 在

F[λ] 中可分解为一次因式的乘积, 且没有重根.

证明: 如果 T 可对角化, 即其在某一组基下的矩阵 A 是对角阵, 其不同的特征值分别记为
λ1, . . . , λs, 此时 A 的极小多项式 m(λ) = (λ − λ1) . . . (λ − λs); 另一方面, 假设 T 的极小多

项式为 m(λ) = (λ− λ1) . . . (λ− λs), 其中 λ1, . . . , λs 互不相同, 考虑

hi(λ) =
m(λ)

(λ− λi)

则 gcd(h1, . . . , hs) = 1, 从而根据裴蜀定理存在 k1(λ), . . . , ks(λ) ∈ F[λ] 使得

k1(λ)h1(λ) + · · ·+ ks(λ)hs(λ) = 1

即

k1(T )h1(T ) + · · ·+ ks(T )hs(T ) = I

从而任取 v ∈ V , 我们可以将其分解为 v = v1 + · · ·+ vs, 其中

vi = ki(T )hi(T )v

如果我们记 Vi = ker(λi I−T ), 那么
(1) vi ∈ Vi, 这是因为 (A− λi In)vi = ki(T )m(T )v = 0.
(2) 任取 1 ≤ i ≤ s 以及 v ∈ Vi ∩

∑
j ̸=i Vj , 则有

0 = (k1(T )h1(T ) + · · ·+ ks(T )hs(T ))v = v

从而根据命题3.3.53.3.5有
V = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλs

根据定理4.1.74.1.7可知 T 可对角化.

推论 4.2.9. n 维 F-线性空间 V 上的 F-线性映射如果有 n 个不同的特征值, 则其可对角化.

证明: 假设特征多项式 f(λ) = (λ − λ1) . . . (λ − λn), 根据命题4.2.74.2.7可知此时极小多项式等于特
征多项式, 并且是没有重根的一次因式乘积.
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推论 4.2.10. F-线性映射 T : V → V 可对角化, 假设 W 是 T -不变子空间, 则 T |W : W → W

也可对角化.

证明: 假设 mV (λ) 是 T : V → V 的极小多项式, 那么其也是 T |W : W → W 的零化多项式, 从
而 mW (λ) 整除 mV (λ). 从而如果 mV (λ) 可以分解为没有重根的一次因式乘积, mW (λ) 也可以

分解为没有重根的一次因式乘积, 从而 T |W 可对角化.

定义 4.2.11. 矩阵 A ∈Mn×n(F) 称为幂等矩阵 (idempotent matrix), 如果 A2 = In.

命题 4.2.12. 假设 F 的特征不为 2, 则幂等矩阵 A 在 F 上可对角化.

证明: 注意到 λ2 − 1 是 A 的零化多项式, 从而其极小多项式整除 λ2 − 1. 如果 F 的特征不为 2,
λ2 − 1 在 F 可以分解为 (λ− 1)(λ+ 1), 从而根据定理4.2.84.2.8可知 A 可对角化.

定义 4.2.13. 矩阵 A ∈ Mn×n(F) 被称为幂零矩阵 (nilpotent matrix), 如果存在 k ∈ N≥0 使得

Ak = 0.

命题 4.2.14. 幂零矩阵的特征值都为零.

证明: 如果 A 是幂零矩阵, 则某个单项式 λk 是 A 的零化多项式, 特别地, 根据命题4.2.74.2.7有幂零
矩阵的特征值都为零.

推论 4.2.15. 幂零矩阵可对角化当且仅当其为零矩阵.

证明: 一方面, 如果其可对角化, 由于其特征值都为零从而有其为零矩阵; 另一方面, 零矩阵当然
是可对角化的幂零矩阵.

注记. 上述命题也可以通过极小多项式的观点看出: 如果 A是非零的幂零矩阵, 那么其极小多项
式对于其 λk, k ≥ 2, 从而不是没有重根的一次因式的乘积.

4.3 代数重数与几何重数

定义 4.3.1. 对于矩阵 A ∈ Mn×n(F), 特征值 λ 在特征多项式中的重数称为 λ 的代数重数

(algebraic multiplicity).

定义 4.3.2. 对于矩阵 A ∈ Mn×n(F), 特征值 λ 的特征子空间 Vλ 的维数称为 λ 的几何重数

(geometric multiplicity).

例子. 假设矩阵 A ∈ Mn×n(F) 只有一个特征值 λ1, 即其特征多项式为 (λ − λ1)
n. 根据定

理4.2.54.2.5可知 (A− λ In)n = 0, 因此 Fn = ker(A− λ In)n. 特别地, A 的特征值 λ1 的代数重数为

n = dim{v ∈ Fn | (λ In−A)nv = 0}

命题 4.3.3. 对于矩阵 A ∈Mn×n(F), 特征值 λ 的代数重数为 dimV ′
λ, 其中

V ′
λ = {v ∈ Fn |存在 k ∈ N≥0 使得 (λ In−A)kv = 0}

推论 4.3.4. 对于矩阵 A ∈Mn×n(F) 的特征值 λ, 其几何重数小于等于代数重数.
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证明: 注意到对于特征值 λ 我们有 Vλ ⊆ V ′
λ.

定理 4.3.5. 矩阵 A ∈Mn×n(F) 可对角化当且仅当对于每一个特征值 λ 其几何重数等于代数重

数.

证明: 假设 A 的特征多项式为 f(λ) = (λ−λ1)
n1 . . . (λ−λs)

ns , 从而给出了 Fn 的如下直和分解

Fn = V ′
λ1
⊕ · · · ⊕ V ′

λs

注意到代数重数等于几何重数当且仅当对任意 1 ≤ i ≤ s 有 V ′
λi

= Vλi
, 根据定理4.1.124.1.12即可.
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第五章 双线性型

现在我们开始研究域上的双线性型. 如果不加特殊说明, 在本部分中我们总是假设 F 是特
征不为 2 的域.

5.1 双线性型与格拉姆矩阵

定义 5.1.1. F-线性空间 V 的对偶空间 (dual space)定义为

V ∗ := HomF(V, F ) = {f : V → F是 F-线性映射}

我们有如下自然的配对:
g : V ∗ × V → F

(f, v) 7→ f(v)

并且这个配对是双线性的, 即
(1) 固定 f ∈ V ∗, 任取 v1, v2 ∈ V 有 f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2).
(2) 任取 λ ∈ F, v ∈ V , 有 f(λv) = λf(v).
(3) 固定 v ∈ V , 任取 f1, f2 ∈ V 有 (f1 + f2)v = f1(v) + f2(v).
(4) 任取 λ ∈ F, f ∈ V ∗, 有 f(λv) = λf(v).

命题 5.1.2. 我们有如下典范11的同构

(V ∗)∗ ∼= V

证明: 考虑配对 g : V ∗ × V → F 给出的如下同构

rg : V → (V ∗)∗

v 7→ g(-, v)

定义 5.1.3. 给定 F-线性空间 V,W , 映射 f : V ×W → F 被称为双线性的 (bilinear), 如果
(1) f(v1 + v2, w) = f(v1, w) + f(v2, w) 对任意的 v1, v2 ∈ V,w ∈W 成立.
(2) f(λv,w) = λf(v, w) 对任意的 v ∈ V,w ∈W,λ ∈ F 成立.
(3) f(v, w1 + w2) = f(v, w1) + f(v, w2) 对任意的 v,∈ V,w1, w2 ∈W 成立.
(4) f(v, λw) = λf(v, w) 对任意的 v ∈ V,w ∈W,λ ∈ F 成立.

1线性空间之间的同构被称作典范的 (canonical), 如果这个同构的给出不依赖于基的选取.
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给定一个双线性映射 f : V ×W → F, 固定 w ∈W , 则可以得到线性映射

fw : V → F

v 7→ f(v, w)

即 fw ∈ V ∗, 从而有如下线性映射
W → V ∗

w 7→ fw

推论 5.1.4. 我们有如下一一对应:

{双线性映射f : V ×W → F} ←→ HomF(W,V ∗)

证明: 给定 φ : W → V ∗ 是线性映射, 考虑如下映射即可

f(v, w) := (φ(w))(v)

定义 5.1.5. F-线性空间 V 上的一个双线性型 (bilinear form)指的是双线性映射 f : V × V → F.

定义 5.1.6. 给定带有双线性型的 F-线性空间 (V1, g1), (V2, g2), 一个等距同构 (isometry)指的是
一个线性同构 f : V1 → V2, 满足

g2(f(v), f(w)) = g1(v, w)

其中 v, w ∈ V1.

由于 V 上的一个双线性型等价于 HomF(V, V
∗) 中的一个元素, 因此我们可以通过取定

V, V ∗的基来研究双线性型对应的矩阵来研究双线性型. 考虑如下的基: 给定 V 一族基 {v1, . . . , vn},
考虑 V ∗ 中的元素 v∗1, . . . , v

∗
n, 定义为

v∗i (vj) = δij =

1, i = j

0, i 6= j

我们断言 {v∗1, . . . , v∗n} 构成了 V ∗ 的一组基, 称做 {v1, . . . , vn} 的对偶基 (dual basis).
1. {v∗1, . . . , v∗n} 张成 V ∗: 任取 f : V → F, 令 ai = f(ei), 则 f =

∑n
i=1 a

iv∗i , 因为对任意的 vj

我们都有

(f −
n∑

i=1

aiv
∗
i )(ej) = aj − aj = 0

2. {e∗1, . . . , e∗n} 线性无关: 假设
∑n

i=1 aiv
∗
i = 0, 那么对任意的 j 有

0 =
n∑

i=1

aiv
∗
i (vj) = aj

现在我们要看一下对偶基在基变换下的表现: 假设 B = {v1, . . . , vn}, C = {w1, . . . , wn} 是
V 的两组基, 并且

(w1, . . . , wn) = (v1, . . . , vn)PBC

其中 PBC 是从基 B 到基 C 的过渡矩阵.
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命题 5.1.7.
(w∗

1, . . . , w
∗
n) = (v∗1, . . . , v

∗
n)(P

T
BC)

−1

证明: 注意到 vi 是 (w1, . . . , wn)P
−1
BC 的第 i 列的元素, 从而

vi =
n∑

k=1

(P−1
BC)kiwk

即 w∗
j (vi) = (PBC)

−1
ki δkj = (P−1

BC)ji. 因此

w∗
j =

n∑
i=1

(P−1
BC)jiv

∗
i

即

(w∗
1, . . . , w

∗
n) = (v∗1, . . . , v

∗
n)(P

T
BC)

−1

定义 5.1.8. 假设 B = {v1, . . . , vn} 是 V 的一组基, V 上双线性型 g 对于基 B 的格拉姆矩阵

(gram matrix)定义为
GB = (g(vi, vj))n×n

命题 5.1.9. F-线性空间 V 上的双线性型一一对应于 Mn(F), 其中对应由格拉姆矩阵给出.

证明: 给定双线性型 g,显然它的格拉姆矩阵是 n×n矩阵;另一方面,给定 n×n矩阵 (g(vi, vj)),
任取 v, w ∈ V , 写作

v =
n∑

i=1

xivi

w =
n∑

j−1

yjvj

那么定义双线性型 g 如下

g(v, w) = g(
n∑

i=1

xivi,
n∑

j=1

yjvj)

=

n∑
i,j=1

xig(vi, vj)yj

= (x1, . . . , xn)GB


y1
...
yn


并且不难看出这个对应是个双射.

命题 5.1.10. 对于 F-线性空间 V 以及其上的双线性型 g,假设 B = {v1, . . . , vn}, C = {w1, . . . , wn}
是 V 的两组基, 并且 C = BPBC , 那么

GC = P T
BCGBPBC
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证明: 直接计算有
(GC)ij = g(wi, wj)

= g(

n∑
k=1

pkivk,

n∑
l=1

pljvl)

=

n∑
k,l=1

pkipljg(vk, vl)

= (P T
BCGBPBC)ij

命题 5.1.11. 对于 F-线性空间 V 以及其上的双线性型 g, 假设 B 是 V 的一组基, B∗ 是其对

偶基, 那么对于如下的线性映射

lg : V → V ∗

v 7→ g(v, -)

rg : V → V ∗

v 7→ g(-, v)

有
[lg]

B∗
B = GB

[rg]
B∗
B = GT

B

证明: 直接验证则有
(lg(vi))(vj) = g(vi, vj) = (GB)ij

(rg(vi))(vj) = g(vj , vi) = (GB)ji

5.2 对称、反对称双线性型与厄尔米特型

定义 5.2.1. F-线性空间 V 上的双线性型 g 被称为是对称的 (symmetric), 如果 g(v1, v2) =

g(v2, v1), 对任意的 v1, v2 ∈ V 成立.

定义 5.2.2. F-线性空间 V 上的双线性型 g被称为是反对称的 (skew-symmtric),如果 g(v1, v2) =

−g(v2, v1), 对任意的 v1, v2 ∈ V 成立.

定义 5.2.3. 如果 F 上带有如下自同构:

σ : F→ F

a 7→ a

满足 σ2 = id. F-线性空间 V 上的一个双线性型 g 被称为厄尔米特型 (Hermitian form), 如果 g

对第一分量线性, 对第二个分量 σ 线性.

注记. 上述三种双线性型可以用格拉姆矩阵如下刻画:
(1) g 是对称双线性型当且仅当格拉姆矩阵是对称矩阵.
(2) g 是反对称双线性型当且仅当格拉姆矩阵是反对称矩阵.
(3) g 是厄尔米特型当且仅当格拉姆矩阵 GB 满足 GB = GT

B.
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在本节剩下的内容中, 如无特殊说明, 双线性型 g 总是指的上述三种中的某一种.

命题 5.2.4. 对于双线性型 g, 如下三条等价:
(1) GB 是可逆的.
(2) rg 是同构.
(3) lg 是同构.
满足这样条件的 g 被称为非退化的 (non-degenerate).

而对于一般的情况, 我们需要有一种量来刻画 g 与非退化情况相差的程度.

命题 5.2.5. 对于双线性型 g, 有
ker rg = ker lg

证明: 直接如下验证:
ker rg = {v ∈ V | rg(v) = 0}

= {v ∈ V | g(-, v) = 0}

= {v ∈ V | g(w, v) = 0, ∀w ∈ V }

= {v ∈ V | g(v, w) = 0, ∀w ∈ V }

= {v ∈ V | g(v, -) = 0}

= ker lg

定义 5.2.6. 对于双线性型 g, 其核 (kernel)定义为

ker g := ker rg = ker lg

注记. 对于 F-线性空间上双线性型 g, 其可以诱导如下的双线性型

g : V / ker g × V / ker g → F

g(v1, v1) 7→ g(v1, v2)

不难发现双线性型 g 是非退化的.

定义 5.2.7. 给定 F-线性空间 V 的一个子空间 W , W 在双线性型 g 下的正交补 (orthogonal
complement)定义为

W⊥ := {v ∈ V | g(v, w) = 0, ∀w ∈W}

定义 5.2.8. 给定 F-线性空间 V 的两个子空间 V1, V2, 称 V 是 V1, V2 在双线性型 g 下的正交直

和 (orthogonal direct sum), 记做 V = V1 ⊥ V2, 如果
1. V = V1 ⊕ V2.
2. g(v1, v2) = 0 对任意的 v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 成立.

注记. 如果带有双线性型的 F-线性空间 (V, g), 其可以写成正交直和分解 V = V1 ⊥ V2, 那么实
际上我们有如下的等距同构

(V, g) ∼= (V1 ⊕ V2, g1 ⊕ g2)

其中 gi, i = 1, 2 是 g 限制在 Vi, i = 1, 2 上得到的.
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命题 5.2.9. g 是 V 上的双线性型, W 是 V 的子空间, 则如下叙述等价:
1. V = W ⊥W⊥.
2. g|W : W ×W → F 非退化.
3. g|W⊥ : W⊥ ×W⊥ → F 非退化.

证明: 我们首先断言如果 g 非退化, 则

dimW⊥ = dimV − dimW

因为当 g 非退化时, lg : V → V ∗ 是一个同构. 并且嵌入 i : W → V 给出了满射 i∗ : W ∗ → V ∗,
从而有如下满射:

V
rg−→ V ∗ i∗−→W ∗

注意到 ker(i∗rg) = W⊥, 从而有

dimW⊥ = dimV − dimW ∗ = dimV − dimW

并且由于 W,W⊥ 已经自然满足正交直和的第二个条件, 所以 V = W ⊥ W⊥ 等价于 V =

W ⊕W⊥, 这等价于 W ∩W⊥ = {0}. 并且注意到 ker(rg|W ) = W ∩W⊥, 因此 W ∩W⊥ = {0}
等价于 rg|W 是同构, 即 g|W 上是非退化的; 用一样的论断可以 W ∩W⊥ = {0} 等价于 rg|W⊥

是同构.

注记. 对一般的双线性型 g 来说, 我们只有 W ⊆ (W⊥)⊥.

5.3 对称双线性型的分类

本节的目的在于对特殊的 F 去分类 F-线性空间 V 上的对称双线性型. 根据命题5.2.95.2.9, 如果
我们可以找到 F-线性空间 V 的一个子空间 W , 使得 g 限制在其上是非退化的, 那么我们就可以
将 V 进行正交直和分解 V = W ⊥W⊥, 即我们可以把 g 写成两个双线性型直和的形式, 这可以
帮助我们进行分类.

V 最简单的 (非平凡) 子空间当然是一维的子空间, 任取 v ∈ V 考虑 W = span{v}, 那么
g|W 是否非退化取决于 g(v, v) 是否为零.

定义 5.3.1. 对于 F-线性空间 V , 其上的线性函数 q : V → F 被称为一个二次型 (quadratic
form), 如果存在一个对称双线性型 g 使得 q(v) = g(v, v).

命题 5.3.2. 对于对称双线性型 g, 有

g(v + w, v + w)− g(v, v)− g(w,w) = 2g(v, w)

证明: 显然.

推论 5.3.3. 二次型 q 如下决定了一个双线性型

g(v, w) :=
1

2
(q(v + w)− q(v)− q(w))

定义 5.3.4. (V, g) 的一组基 {v1, . . . , vn} 被称为是正交基, 如果对任意 i 6= j 有 g(vi, vj) = 0.
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定理 5.3.5. 如果 V 是一个 F-线性空间, g 是其上的一个对称双线性型, 那么 (V, g) 存在正交

基.

证明: 我们不妨假设 g 是非退化的, 那么一定存在 v ∈ V 使得 g(v, v) 6= 0, 否则 g 对应的二次

型 q 恒为零, 再根据推论5.3.35.3.3, 可知 g 恒为零. 那么如果记 W = span{v}, 则有 g|W 是非退化
的, 即

V = W ⊥W⊥

再对 V 的维数利用归纳法即可.

推论 5.3.6. 如果 g 是非退化的对称双线性型, 任取 v ∈ V 使得 g(v, v) 6= 0, 则 v 可以被延拓成

V 的一组正交基.

注记. 需要注意的是, 即便是你给出了一些相互正交的向量, 它们也不一定可以延拓成一组正交
基.

在一组正交基下 {v1, . . . , vn}, 对称双线性 g 的格拉姆矩阵是一个对角阵, 这实际上我们已
经完全分类了 g, 因为 g 完全可以由这些对角线上的元素所刻画. 在 F = R 的时候, 我们可以做
的更加具体.

定理 5.3.7 (惯性定理). V 是一个 R-线性空间, g 是其上的对称双线性型, 那么存在一组正交基
{v1, . . . , vn} 使得
(1) g(v1, v1) = · · · = g(vp, vp) = 1;
(2) g(vp+1, vp+1) = · · · = g(vp+q, vp+q) = −1;
(3) g(vp+q+1, vp+q+1) = · · · = g(vn, vn) = 0.
其中 (p, q, n− p− q) 由 g 决定.

证明: 存在性是容易的, 因为对于 R-线性空间上的对称双线性型 g, 我们总可以找到正交基, 那
么只需要调整正交基的模长以及顺序即可.
唯一性: 首先 n− p− q 由 g 决定是显然的, 因为 n− p− q = dim ker g. 为了证明 p 和 q 的

唯一性, 我们需要再引入一些概念.

定义 5.3.8. F-线性空间 V 上的对称双线性型 g 被称为

(1) 正定的 (positive definite), 如果 g(v, v) > 0 对任意的 0 6= v ∈ V 成立, 记做 g > 0.
(2) 负定的 (negative definite), 如果 g(v, v) < 0 对任意的 0 6= v ∈ V 成立, 记做 g < 0.
(3) 半正定的 (semi-positive definite), 如果 g(v, v) ≥ 0 对任意的 0 6= v ∈ V 成立, 记做 g ≥ 0.
(4) 半负定的 (semi-negative definite), 如果 g(v, v) ≤ 0 对任意的 0 6= v ∈ V 成立, 记做 g ≤ 0.

命题 5.3.9. g > 0 当且仅当对任意的正交基 {v1, . . . , vn} 有 g(vi, vi) > 0.

证明: 显然.

下面的命题将完成定理5.3.75.3.7的证明.

命题 5.3.10.
p = max{dimW : W是 V 的子空间, 并且g|W > 0}
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证明: 我们记 p′ = max{dimW |W是 V 的子空间, 并且g|W > 0}. 首先取W = span{v1, . . . , vp},
由于 g|W > 0, 那么有 p ≤ p′. 假设 p′ > p+ 1, 那么存在 W 使得 W ∩ {vp+1, . . . , vn} 6= {0}, 取
0 6= v ∈W ∩ {vp+1, . . . , vn}, 那么

g(v, v) ≤ 0

矛盾.

定义 5.3.11. 由 R-线性空间 V 上的对称双线性型 g 确定的 (p, q, n − p − q) 称为 g 的符号

(signature).

5.4 反对称双线性型的分类

对于域 F 上线性空间 V 的反对称双线性型 g, 我们有如下的结果.

命题 5.4.1. 存在一组 V 的基使得 g 对于这组基的格拉姆矩阵为如下分块对角矩阵

diag{
(

0 1

−1 0

)
, . . . ,

(
0 1

−1 0

)
, 0, . . . , 0}

证明: 不妨假设 g 是非退化的. 任取 0 6= v ∈ V , 存在 w ∈ V 使得 g(v, w) 6= 0, 显然这样的 w

和 v 是线性无关的, 因为 g(v, v) = 0. 对 w 进行一些标准化处理我们不妨假设 g(v, w) = 1, 那
么 g(w, v) = −1. 考虑由 {v, w} 张成的二维子空间 W , 则有 g|W 的格拉姆矩阵为(

0 1

−1 0

)

是非退化的, 从而 V = W ⊥W⊥, 再利用归纳即可.

注记. 从上面的结果来看, 反对称双线性型 g 的结构相对简单, 并且不依赖于基域的选取.

推论 5.4.2. 对任意反对称矩阵 A, 存在可逆矩阵 P , 使得

P TAP = diag{
(

0 1

−1 0

)
, . . . ,

(
0 1

−1 0

)
, 0, . . . , 0}
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第六章 内积空间

6.1 Rn 情形

6.1.1 Rn 上的内积

在 R-线性空间 Rn 上除了线性结构, 我们还可以去描述向量的长度以及向量之间的角度, 这
是通过其上的内积结构给出的.

定义 6.1.1. 对于向量 x =


x1
...
xn

 ∈ Rn,其 (标准)长度 (length)定义为 ‖x‖ :=
√

(x1)2 + · · ·+ (xn)2.

定义 6.1.2. 对于向量 x =


x1
...
xn

 , y =


y1
...
yn

 ∈ Rn, Rn 上的 (标准) 内积 (inner product)定义

为 〈x, y〉 := xT y.

定义 6.1.3. 对于 x =∈ Rn, Rn 上的 (标准) 二次型 (quadratic form)定义为 q(x) = 〈x, x〉.

注记. 注意到对于 x ∈ Rn, 显然有 ‖x‖2 = q(x), 即 Rn 上的二次型和长度之间可以相互决定.

命题 6.1.4. 对于内积与二次型, 我们有如下性质:
(1) 〈-, -〉 具有双线性性.
(2) 〈-, -〉 具有对称性.
(3) q(x) ≥ 0, 并且 q(x) = 0 当且仅当 x = 0.
(4) 〈x, y〉 = 1

2(q(x+ y)− q(x)− q(y)).

证明: 直接验证即可.

注记. 根据 (4) 可知 Rn 上的内积与二次型之间可以相互决定.

命题 6.1.5 (柯西不等式). 对于 x, y ∈ Rn, 有

|〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉

证明: 注意到对于任意的 t ∈ R 有 q(x+ ty) ≥ 0, 从而

t2〈y, y〉+ 2t〈x, y〉+ 〈x, x〉 ≥ 0

考虑上述关于 t 的二次方程的判别式即可.

47



定义 6.1.6. Rn 中向量之间的 (标准) 距离 (distance)定义为

dist(x, y) =
√

q(x− y) ≥ 0

其中 x, y ∈ Rn.

注记. 特别地, ‖x‖ = dist(x, 0), 从而 Rn 上的距离和内积可以相互决定.

命题 6.1.7 (三角不等式). 对于 x, y, z ∈ Rn, 有

dist(x, y) + dist(y, z) ≥ dist(x, z)

证明: 根据定义要证明 √
q(x− y) +

√
q(y − z) ≥

√
q(x− z)

如果令 X = x− y, Y = y − z, 则 x− z = X + Y , 从而这等价于证明√
q(X) +

√
q(Y ) ≥

√
q(X + Y )

两侧平方可知这等价于证明

q(X) + q(Y ) + 2
√
q(X)q(Y ) ≥ q(X + Y )

再由命题6.1.56.1.5, 即柯西不等式即可.

定义 6.1.8. Rn 中两个向量之间的角度 (angle)由如下给出

〈x, y〉 = ‖x‖‖y‖ cos θ

其中 0 6= x, y ∈ Rn.

注记. 关于两个向量之间的角度, 我们有如下注:
(1) 上述定义是良好的, 因为根据命题6.1.56.1.5, 即柯西不等式有

−1 ≤ 〈x, y〉
‖x‖‖y‖

≤ 1

(2) 由于 cos 是周期函数, 所以我们通常限制向量的夹角满足 0 ≤ θ ≤ π.
(3) 根据定义可以之间看出向量之间的夹角与内积之间可以相互决定, 即根据之前的注, 可知

Rn 上的长度、二次型、内积、距离以及角度说的都是同一件事情.

定义 6.1.9. x, y ∈ Rn 称为正交的 (orthogonal), 如果 〈x, y〉 = 0, 即它们之间夹角为 π/2, 记做
x ⊥ y.
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6.1.2 正交变换

在上一节中我们对线性空间 Rn 赋予了内积结构, 在这一节中我们将考虑那些保持 Rn 上内

积结构的线性映射11.

例子. 在 R2 中旋转可由如下矩阵给出

A =

(
cosα − sinα

sinα cosα

)

而

〈Ax,Ay〉 = (Ax)TAy = xTATAy

直接计算有

ATA =

(
cosα sinα

− sinα cosα

)(
cosα − sinα

sinα cosα

)
=

(
1 0

0 1

)
因此 〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉.

根据上面的例子, 对于矩阵 (线性映射)A, 如果其满足 ATA = In, 则其保持了 Rn 上的内积,
从而我们如下定义.

定义 6.1.10. 矩阵 A ∈Mn×n(R) 被称为正交矩阵 (orthogonal matrix), 如果其满足 ATA = In.

记号 6.1.11. 全体 n 阶正交矩阵记为 O(n).

命题 6.1.12. O(n) ⊂ GL(n,R).

证明: 任取 A ∈ O(n), 显然 A 可逆, 并且其逆为 AT .

命题 6.1.13. 矩阵 A ∈Mn×n(R) 保持 Rn 的内积当且仅当 A ∈ O(n).

证明: 一方面是显然的; 如果 〈Ax,Ay〉 = xTATAy = xT y, 我们取 x = ei, y = ej 可知 ATA 的

(i, j) 元是 δij , 即 ATA = In.

命题 6.1.14. 对于矩阵 A ∈ O(n), 如果将 A 写成 A = (v1, . . . , vn), 则有 〈vi, vj〉 = δij.

证明: 注意到

ATA =


vT1
...
vTn

 (v1, . . . , vn) = (vTi vj) = (〈vi, vj〉)

从而 A ∈ O(n) 当且仅当 〈vi, vj〉 = δij .

定义 6.1.15. Rn 的一组基 {v1, . . . , vn} 被称为标准正交基 (orthonormal basis basis), 如果
〈vi, vj〉 = δij .

推论 6.1.16. 对于矩阵 A ∈Mn×n(R), 如果将 A 写成 A = (v1, . . . , vn), 则 A ∈ O(n) 当且仅当

{v1, . . . , vn} 是 Rn 的一组标准正交基.
1这种想法是自然的, 当我们引入新的结构之后, 一个自然的要求就是之前的东西与新的结构有某些相容性
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命题 6.1.17. 对于矩阵 A ∈Mn×n(R), A 为正交矩阵当且仅当其将标准正交基变为标准正交基.

证明: 如果 A 是正交矩阵, 那么其当然将标准正交基变为标准正交基, 因为 A 保持内积; 另一方
面, 假设 {v1, . . . , vn} 是标准正交基, 并且 {Av1, . . . , Avn} 也是标准正交基, 那么

〈Avi, Avj〉 = δij = 〈vi, vj〉

即 A 在基上保持内积, 再由 A 和内积的线性性即可.

注记 (格拉姆-施密特正交化). 给定 Rn 的一组基 {v1, . . . , vn}, 我们可以通过如下的办法得到一
组标准正交基 {w1, . . . , wn}. 这个操作被称为格拉姆-施密特正交化 (Gram–Schmidt process).

w1 =
v1
‖v1‖

w2 =
v2 − 〈v2, w1〉w1

‖v2 − 〈v2, w1〉w1‖

w3 =
w3 − 〈v3, w1〉w1 − 〈v3, w2〉w2

‖w3 − 〈v3, w1〉w1 − 〈v3, w2〉w2‖
...

wn =
vn −

∑n−1
i=1 〈vn, wi〉wi

‖vn −
∑n−1

i=1 〈vn, wi〉wi‖

可以直接验证这样得到的是 Rn 的一组标准正交基.

命题 6.1.18. 任取 Rn 的一组基 {v1, . . . , vn}, 存在一组标准正交基 {w1, . . . , wn} 使得

(w1, . . . , wn) = (v1, . . . , vn)A

其中 A ∈ GL(n,R) 是对角线全部大于零的上三角矩阵.

证明: 这就是格拉姆-施密特正交化.

推论 6.1.19 (可逆矩阵的 QR 分解). 给定 A ∈ GL(n,R), 存在正交矩阵 Q 以及对角线大于零的

上三角矩阵 R, 使得 A = QR.

6.1.3 Rn 中的正交分解

我们考虑如下的问题: 给定 R2 中的一些点 {(xi, yi)}ni=1, 寻找 a0, a1 使得 y = a0 + a1x 满

足
n∑

i=1

|yi − a1xi − a0|2

最小, 这被称为最小二乘法问题. 我们可以用 Rn 中的内积将其翻译为: 求 a0, a1 使得如下向量

A

(
a0

a1

)
− y :=


1 x1

1 x2
...
1 xn


(
a0

a1

)
−


y1

y2
...
yn


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的长度的平方最小. 类似的我们还可以考虑另一个问题: 寻找 a0, a1, a2 使得 y = a0+a1x+a2x
2

满足
n∑

i=1

|yi − a2x
2
i − a1xi − a0|2

同样的我们可以翻译为求 a0, a1, a2 使得如下向量

A


a0

a1

a2

− y :=


1 x1 x21

1 x2 x22
...
1 xn x2n



a0

a1

a2

−

y1

y2
...
yn


的长度的平方最小. 如果我们将 A 写作 A = (w0, w1, w2), 不难发现 rankA = 3, 因此如果令
W = span{w0, w1, w2}, 则 W ⊂ Rn 中的一个三维子空间. 如果存在 w ∈W , 使得

y = w + v

其中 v 满足 v ⊥ w1, v ⊥ w2, v ⊥ w3, 那么任取 w′ ∈W , 有

‖y − w′‖2 = ‖w + v − w′‖2

= ‖(w − w)′′ + v‖2

= 〈w − w′ + v, w − w′ + v〉

= ‖w − w′‖2 + ‖v‖2

≥ ‖v‖2

并且等号取得当且仅当 w = w′, 从而我们可知解决上述问题的 a0, a1, a2 应通过如下方式选取

w = a0w0 + a1w1 + a2w2

即引出了如下的概念.

定义 6.1.20. 对于 Rn 的子空间 W , 其正交补 (orthogonal complement)定义为

W⊥ = {v ∈ Rn | 〈v, w〉 = 0, ∀w ∈W}

命题 6.1.21. 对于 Rn 的子空间 W , 其正交补满足:
(1) W⊥ 是 Rn 的子空间.
(2) W ∩W⊥ = {0}.
(3) Rn = W ⊕W⊥.
(4) (W⊥)⊥ = W .

证明: (1),(2) 以及 (4) 直接验证即可. 对于 (3), 根据 (2) 我们只需要验证 Rn = W +W⊥: 不妨
假设 {v1, . . . , vk} 是 W 的一组标准正交基, 那么任取 v ∈ Rn, 我们令

w =
k∑

i=1

〈y, vi〉vi
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从而任取 1 ≤ j ≤ k 有

〈w, vj〉 = 〈y, vj〉

即对任意的 1 ≤ j ≤ k 有

〈y − w, vj〉 = 0

从而 y − w ∈W⊥, 即 y = (y − w) + w, 其中 y − w ∈W⊥, w ∈W .

6.2 内积空间

定义 6.2.1. 对于 F-线性空间 V , 其上的内积 (inner product)定义为一个对称正定双线性型.

定义 6.2.2. 带有内积的一个 F-线性空间被称为一个 F-内积空间 (inner product space).

注记. 在给定了 F-线性空间 V 上一个内积以后, 我们也可以定义其上的的长度、距离以及标准
正交基等概念, 在此不再赘述.

定义 6.2.3. 对于 F-内积空间 (V, 〈-, -〉V ), (W, 〈-, -〉W ), F-线性映射 T : V → W 被称为等距映射

(isometric map), 如果
〈v, w〉V = 〈Tv, Tw〉W

对任意的 v, w ∈ V 成立. T 被称为等距同构 (isometry), 如果 T 作为 F-线性映射是一个同构.

记号 6.2.4. 从 F-内积空间 (V, 〈-, -〉) 到自身的等距同构全体记为 O(V ).

例子. Rn 带有标准内积 〈-, -〉 构成了一个 R-内积空间, 通常也被称为欧几里德空间 (Euclidean
space), 记做 En,

例子. 考虑 R-线性空间 Mn×n(R), 则 〈X,Y 〉 = tr(XTY ) 给出了其上一个内积.

例子. 考虑 R-线性空间 C∞([0, 1]), 则

〈f, g〉 =
ˆ 1

0
f(t)g(t)dt

给出了其上的一个内积.

命题 6.2.5 (柯西不等式). 假设 (V, 〈-, -〉) 是一个 F-内积空间, 则

|〈X,Y 〉|2 ≤ 〈X,X〉〈Y, Y 〉

其中 X,Y ∈ V .

命题 6.2.6. 对于 F-内积空间 (V, 〈-, -〉), 其总有标准正交基.

证明: 格拉姆-施密特正交化即可.

我们知道, 对于 n 维 F-线性空间 V 来说, 选定一组基之后其同构于 Fn, 对内积空间来说,
也有类似的事情, 即对 R-内积空间 V 来说, 选定一组标准正交基之后, 其等距同构于欧几里德
空间.
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命题 6.2.7. 对于 n 维 F-内积空间 (V, 〈-, -〉) 来说, 选定标准正交基 B = {v1, . . . , vn} 后,

T : (V, 〈-, -〉)→ En

v 7→ [v]B

是一个等距同构.

证明: 首先根据命题3.4.43.4.4, 我们已经有其作为 R-线性映射是一个同构, 现在只需要证明其为等距
映射即可: 任取 v, w ∈ V , 假设

[v]B =


x1

x2
...
xn

 [w]B =


y1

y2
...
yn


那么

〈v, w〉 = 〈
n∑

i=1

xivi,
n∑

i=1

yivi〉

=
n∑

i,j=1

xiyj〈vi, vj〉

而由于 {v1, . . . , vn} 是标准正交基, 从而 〈vi, vj〉 = δij , 因此

〈v, w〉 =
n∑

i=1

xiyi = 〈[v]B, [w]B〉

并且我们知道, 在选取好基之后, 线性映射与矩阵一一对应, 在这里我们也有平行的结果.

命题 6.2.8. 对于 n 维 F-内积空间 (V, 〈-, -〉) 以及 F-线性映射 T : V → V , 选定标准正交基
B = {v1, . . . , vn} 后, 有 T ∈ O(V ) 当且仅当 [T ]BB ∈ O(n).

证明: 任取 v, w ∈ V , 假设 [v]B = x, [w]B = y 以及 [T ]BB = A, 直接计算有

〈v, w〉 = xT y

〈Tv, Tw〉 = (Ax)TAy = xTATAy

即 T 是等距同构当且仅当 [T ]BB 是正交矩阵.

6.3 内积空间上的线性变换

6.3.1 等距同构的分类

给定 n 维 R-内积空间 (V, 〈-, -〉), 在本节中我们要去分类其上的所有的等距同构, 根据命
题6.2.86.2.8这实际上归结于搞清楚 O(n) 中有哪些元素. 由于正交矩阵的行列式一定为 1, 从而当
n = 1 的时候情况的是容易的

O(1) = {±1}

对于更大的一般的维数, 我们期待通过归纳法来解决问题, 这主要归功于如下两个命题.

53



命题 6.3.1. 对于 R-内积空间 (V, 〈-, -〉) 以及其上的 R-线性映射 T : V → V , T 一定有一维或

二维不变子空间.

证明: 这依赖于 R[x] 中的不可约多项式只有一次和二次的.

命题 6.3.2. 对于 F-内积空间 (V, 〈-, -〉) 以及其上的等距同构 T : V → V , 如果子空间 W 是

T -不变子空间, 那么 W⊥ 也是 T -不变子空间.

证明: 任取 w ∈W, v ∈W⊥, 则

〈Tv,w〉 = 〈Tv, TT−1w〉 = 〈v, T−1w〉

由于 W 是 T -不变子空间, T 是可逆的, 从而 W 也是 T−1-不变子空间, 因此

〈Tv,w〉 = 〈v, T−1w〉 = 0

定理 6.3.3. 对于

6.3.2 自伴随算子

定义 6.3.4. 对于 F-内积空间 (V, 〈-, -〉), F-线性映射 T : V → V 被称为自伴随算子 (self-adjoint
operator), 如果对任意的 v, w ∈ V 满足

〈v, Tw〉 = 〈Tv,w〉

命题 6.3.5. 对于 F-内积空间 (V, 〈-, -〉), F-线性映射 T : V → V 是自伴随算子当且仅当其在标

准正交基 B = {v1, . . . , vn} 下的矩阵 A = [T ]BB 是对称矩阵.

证明: 假设 [v]B = x, [w]B = y, 那么22

〈v, Tw〉 = xTAy

〈Tv,w〉 = (Ax)T y = xTAT y

因此 T 是自伴随算子当且仅当 [T ]BB 是对称矩阵.

命题 6.3.6. 对于 F-内积空间 (V, 〈-, -〉) 以及自伴随算子 T : V → V , 假设 W ⊂ V 是 T -不变子
空间, 则 W⊥ 也是 T -不变子空间.

证明: 任取 v ∈W⊥, w ∈W , 直接计算则有

〈Tv,w〉 = 〈v, Tw〉 = 0

从而 Tv ∈W⊥.
2注意, 在这里由于符号的混用, T 既指 F-线性映射, 又指矩阵的转置, 请读者留心.
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上述命题启示我们可以完全类似等距同构分类时做的事情, 去分类自伴随算子, 即我们只需
要把一维和二维的情况搞清楚即可: 一维情况是容易的, 因为任何 1 × 1 阶矩阵总是对称矩阵.
在二维时, 假设在某一组基下自伴随算子 T 表达为

A =

(
a b

b c

)

则特征多项式为 f(λ) = λ2 − (a + c)λ + (ac − b2) = 0, 其判别式 ∆ = (a + c)2 − 4(ac − b2) =

(a− c)2 + 4b2 ≥ 0, 我们考虑如下两种情况:
(1) ∆ > 0 时, 此时 A 有两个不同的特征值, 从而在 R 上可对角化.
(2) ∆ = 0 时, 此时 a = c, b = 0, 因此

A =

(
a 0

0 a

)
是对角阵, 即 A 此时也可对角化.

综上所述, 我们有如下的结果:

定理 6.3.7. 对于 F-内积空间 (V, 〈-, -〉), 其上的自伴随算子 T : V → V 可对角化.
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第七章 作业

基础题部分必做, 记入成绩; 思考题部分选做, 不计成绩.

7.1 作业一

7.2 作业二

7.2.1 基础题

练习. 计算矩阵乘法:

1.


1 4 7 9

−3 3 8 0

1 0 0 0




5 6 7

9 −2 0

11 −1 −3
1 0 0

 ;

2.


X 1 0

X2 +X 2 0

0 X X − 1



−1 X −X
8 −X − 2 −2
0 0 1

 .

3.
(

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)(
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

)
其中 θ, φ ∈ R.

4.
(
0 −1
1 1

)6

.

练习. 计算如下矩阵的逆矩阵:

1.


1 a z

0 1 b

0 0 1

 ;

2.
(
a b

c d

)
, ad− bc 6= 0;

3.


17 8 3

2 3 1

0 8 2

 . 利用你计算的结果解方程


17 8 3

2 3 1

0 8 2



x

y

z

 =


18

36

0

 .
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练习. 求下述 n 阶矩阵的逆: 
1 + a1 1 · · · 1

1 1 + a2 · · · 1
...

... . . . ...
1 1 · · · 1 + an


(其中 ai 6= 0.)

注记. 提示: 有时解线性方程组比求逆矩阵更容易.

练习. 设矩阵 A,B 的行数相等. 证明: 存在矩阵 X 使得 AX = B 当且仅当 rankA =

rank(A,B).

练习. 对于 n 阶方阵 A,B,C, 证明

rankABC ≥ rankAB + rankBC − rankB.

注记. 提示: 对如下分块矩阵作行 (列) 变换.(
B 0

0 ABC

)
.

练习. 设 A 是二阶矩阵, 若有 n > 2, 使 An = O, 求证: A2 = O.

练习. 设 A 为 n 阶实反对称阵, 即 AT = −A, 证明: In −A 是可逆的.

练习. 证明: 与所有 n 阶方阵均可交换的 n 阶方阵必为纯量方阵, 即形如 λI, λ ∈ C.

练习. 设有 n 个矩阵 A(1), · · · , A(n), 其阶数未知, 但满足乘积 P = A(1)A(2) · · ·A(n) 有意义. 记
A(k) 的第 i 行第 j 个元素为 a

(k)
ij , P 的第 i 行第 j 个元素为 pij. 请用 a

(k)
ij 表示 pij.

注记. 提示: 答案并不复杂. n = 2 时的答案为

pij =
∑
k

a
(1)
ik a

(2)
kj .

练习. 设 G = (V,E) 是一个图, 顶点集 V = {1, 2, · · · , n}. n 阶矩阵 A 是 G 的邻接矩阵, 即 A

的元素 aij 等于顶点 i, j 之间边的数量. 证明 Ak 的第 i 行第 j 个元素等于 i, j 之间长度为 k

的道路的数量11.

注记. 提示: 使用练习7.2.17.2.1的结果.

练习. 1. 求下图 G 中从顶点 1 到顶点 2 的长度为 8 的道路的数量.
1所谓 i, j 之间长度为 k 的道路, 是指 V 的一列元素 i = v0, v1, · · · , vk = j 和 E 的一列元素 e1, · · · , ek, 满足 eh

的顶点为 vh−1, vh.
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2. 证明对任意正整数 n, G 中从顶点 2 到顶点 3 的长度为 n 的道路的数量是完全平方数.

1

2

3

4

练习. 回顾第一次课里介绍的 Google 的 PageRank 算法. 对任意一个有向图 N , 其对应的线性
方程组是否一定有非零解?

注记. 提示: 这个方程可以表示为 Ax = 0, A 是某个方阵. 考虑 AT 以及方程 AT y = 0.

7.2.2 思考题

练习. 课上我们研究过 G(m,n) 的分解中 Ri 的个数, 记为 bi, 验证 bi = bm(n−m)−i.

练习. 不用矩阵, 而是用线性空间的观点证明问题7.2.17.2.1.

练习. 你能对非方形的矩阵定义逆吗? (可参考 Penrose 伪逆.)

练习. 考虑 M ∈ GLn(C[X,X−1]). 证明, 存在 P ∈ GLn(C[X]) 及 Q ∈ GLn(C[X−1]) 使得

QMP =


Xk1 0 · · · 0

0 Xk2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · Xkn


其中 k1, k2, · · · , kn ∈ Z 及 k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kn.

7.3 作业三

不加说明的情况下, 本节总是考虑 R 上的矩阵和线性空间.

7.3.1 基础题

练习. 判断下述向量组是否线性无关, 并找它们生成的子空间的一组基:
1. a1 = (1, 2, 3), a2 = (3, 6, 7);

2. a1 = (2,−3, 1), a2 = (3,−1, 5), a3 = (1,−4, 3);
3. a1 = (4,−5, 2, 6), a2 = (2,−2, 1, 3), a3 = (6,−3, 3, 9), a4 = (4,−1, 5, 6);
4. a1 = (1, 0, 0, 2, 5), a2 = (0, 1, 0, 3, 4), a3 = (0, 0, 1, 4, 7), a4 = (2,−3, 4, 11, 12).

练习. 给定一个向量组

ai = (ai1, ai2, · · · , ain), i = 1, 2, · · · , s, s ≤ n
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证明, 如果
|ajj | >

∑
1≤i≤s,i ̸=j

|aij |, j = 1, · · · , s,

则该向量组线性无关.

练习. 证明每个秩为 1 的矩阵有下述分解
b1c1 b1c2 · · · b1cn

b2c1 b2c2 · · · b2cn
...

... . . . ...
bmc1 bmc2 · · · bmcn

 = BT · C

其中 B = (b1, b2, · · · , bm), C = (c1, c2, · · · , cn) 都是行向量组.

练习. 求矩阵 A, 使得 A 以如下向量组生成的子空间为解空间, 并求解空间的一组基:
1. {(1,−1, 1, 0)T , (1, 1, 0, 1)T , (2, 0, 1, 1)T };
2. {(1,−1, 1,−1, 1)T , (1, 1, 0, 0, 3)T , (3, 1, 1,−1, 7)T }.

练习. 对于空间 R4 的如下向量组生成的线性子空间, 求两个子空间的交的维数, 并求交的一组
基, 并请思考如何计算最快.

1. S = span{(1, 2, 0, 1), (1, 1, 1, 0)}, T = span{(1, 0, 1, 0), (1, 3, 0, 1)};
2. S = span{(1, 1, 1, 1), (1,−1, 1,−1), (1, 3, 1, 3)},

T = span{(1, 2, 0, 2), (1, 2, 1, 2), (3, 1, 3, 1)}.

练习. 回顾课上域的定义. 证明, 加法逆和乘法逆都是唯一的.

练习. 对 n× n 矩阵 A = (aij)1≤i,j≤n, 定义其 “迹” 为

tr(A) = a11 + a22 + · · ·+ ann

1. 设 A 是 m× n 矩阵, B 是 n×m 矩阵, 证明 tr(AB) = tr(BA).
2. 证明不存在 n× n 的矩阵 A,B 使得 AB −BA = In.

练习. 证明线性方程组 Ax = b 有解当且仅当

[
AT

bT

]
y =

[
0

1

]
无解.

练习. 对于 Rn 的子空间 V,W , 证明

dimV ∩W + n ≥ dimV + dimW

7.3.2 思考题

练习. 证明反对称矩阵的秩为偶数.

练习. 设 A = (aij)1≤i,j≤n 是一个可逆方阵. A 的一个 LDU 分解指 A = LDU , 其中 L 是一个

主对角线均为 1 的下三角矩阵, U 是一个主对角线均为 1 的上三角矩阵, D 是一个可逆的对角
矩阵. 记 Am = (aij)1≤i,j≤m. 证明,A 存在 LDU 分解当且仅当对每个 1 ≤ m ≤ n, Am 都可逆,
并且当 A 存在 LDU 分解时, 其 LDU 分解是唯一的.

59



注记. Am 称做 A 的顺序主子阵. 请用这个结论说服自己,“大部分”矩阵都具有 LDU 分解，思

考如何来定义“大部分”.

练习. 对于练习7.3.17.3.1的第二问，如果 A 和 B 换成有限域 Fp 上的 n 阶方阵，结论是否依然成

立? 试找出对哪些 n 存在这样的 A 和 B, 并举出例子.
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第八章 试题

8.1 期中试题

8.1.1 必做题

注记. 每题 15 分，要求有清晰的过程。答题纸上注明姓名学号.

练习. 令 B =

(
1 2

2 1

)
∈M2×2(R)

(1) 证明和 B 交换的矩阵 A 的集合 W = {A ∈M2×2(R) | AB = BA} 是 M2×2(R) 的子空间.
(2) 找到 W 的一组基.

练习. 找到一个 3× 3 的实矩阵 A，使得

kerA = spanR



5

6

7

 ,


1

2

3




练习. 计算以下关于 x 的函数的导数

f(x) = det


1 4 2 −2
2 35 3 5

4 x 6 21

−1 32 4 5


练习. 令 G是 2×2阶可逆实矩阵组成的集合，B 是 G中上三角矩阵组成的子集，ω =

(
0 1

−1 0

)
,

定义 G 的子集 BωB 为 BωB = {gωh | g, h ∈ B}. 证明 G 是 B 和 BωB 的无交并.

练习. 设 A,B ∈ Mn(R) 是 n 阶方阵. 设 A 可逆, B = (bij)n×n 是一个严格上三角矩阵, 即当
i ≥ j 时, bij = 0. 定义 Mn(R) 上的线性变换 φ 如下

φ(X) = AX −XB

证明对任意 C ∈Mn(R), 存在唯一的 X 使得 φ(X) = C.

练习. 设 A,B 是实数域 R 上的 m × n 矩阵, rankA = r, rankB = s, 并且 rankA + B =

rankA+ rankB. 证明: 存在 m 阶可逆矩阵 P 与 n 阶可逆矩阵 Q 使得

PAQ =


Ir 0 0

0 0 0

0 0 0

 , PBQ =


0 0 0

0 Is 0

0 0 0

 ,
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练习. Φ : Mn×n(R)→ R 是一个映射, 满足以下条件:
(1) Φ(AB) = Φ(A)Φ(B), ∀A,B ∈Mn(R).
(2) 对任意上三角矩阵 A ∈Mn(R),Φ(A) 等于 A 的主对角线元素之积.
(3) 对任意下三角矩阵 A ∈Mn(R),Φ(A) 等于 A 的主对角线元素之积.
那么

(a) 证明: Φ(A) = |A| 对任意 A ∈Mn×n(R) 成立.
(b) 如果 Φ 只满足条件 (1) 和 (2), 结论是否成立? 请证明.

练习. 考虑 T = {XY − Y X : X,Y ∈Mn(C)}, S 为 T 在 Mn×n(C) 中生成的子空间. 证明

S = {X ∈Mn(C) : Tr(X) = 0}

8.1.2 以下为选做题，可在考试后一天内网络学堂继续提交，考试后提交的可得一半

分数

练习. 设 A,B,C,D 是 3× 3 的复对称矩阵，即 A = AT , B = BT , C = CT , D = DT . 证明存在
不全为零的复数 a, b, c, d 使得

rank(aA+ bB + cC + dD) ≤ 1.

练习. 设 A1, A2, · · · , A2n ∈Mn×n(C), 证明∑
σ∈S2n

sgn(σ)Aσ(1)Aσ(2) · · ·Aσ(2n) = 0.

其中 S2n 表示 2n 个元素的置换群. sgn(σ) 表示置换 σ 的符号，即 sgn(σ) = (−1)l(σ)，其中
l(σ) 是 σ 中逆序对的个数，即集合 {(l, k) ∈ Z2 | 1 ≤ l < k ≤ 2n, σ(l) > σ(k)} 中元素的个数.
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8.2 期末试题

练习 (15′). 判断以下矩阵在复数域上是否可以对角化, 如果可以, 求出可逆复方阵 P , 使得
P−1AP 是对角阵; 如果不能, 请说明理由.

1. A =


2 −1 0

−1 2 −1
0 −1 2


2. A =

(
1 −1
1 3

)

3. A =


1 2 0

−2 1 −2
0 2 1



练习 (10′). 求矩阵 A =


1 2

−2 1

0 2

 的奇异值分解.

练习 (10′). 定义 Pn 为关于未定元 x 次数小于或等于 n 的复系数多项式组成的复线性空间. 定
义 Pn 上的线性变换 T : Pn → Pn 为 T (f) = f ′ + f . 求这个线性变换的特征值和对应的特征向
量.

练习 (15′). 假设 V 是关于 x 的次数小于或等于 3 次的实系数多项式组成的实线性空间. 定义
V 上的对称双线性型为 B(f, g) =

´ 1
−1 f(x)g(x)x dx. 求 B 的符号.

练习 (15′). 假设 A 是一个 n 阶实方阵, 有实特征值 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn 和奇异值 σ1 ≥ σ2 ≥
· · · ≥ σn. 证明 σ1 ≥ λ1.

练习 (10′). 求 n 阶实正交矩阵的行列式的所有可能取值. 并对每一个可能值举出一个对应的 n

阶正交矩阵.

练习 (10′). 已知一次实验测得关于不同自变量 x 的函数值 y 为 (x1, y1) = (1, 1), (x2, y2) =

(0, 1), (x3, y3) = (−1, 2), (x4, y4) = (2, 4), (x5, y5) = (3, 5). 求实系数一次函数 y(x) = a + bx 使

得
∑

i |y(xi)− yi|2 最小.

练习 (15′). 取 α 和 β 为 n 维复列向量. 请问 n 阶方阵 α · βT 是否一定可以对角化？如果一定

可对角化, 请证明. 如果不一定, 请举出例子, 并说明在什么时候可以对角化.
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索引

主元, pivot, 66
主元, principal unknowns, 88
二次型, quadratic form, 4444, 4747
代数重数, algebraic multiplicity, 3737

像, image, 3232
克拉姆法则, cramer’s rule, 1919
典范的, canonical, 3939
内直和, internal direct sum, 2828
内积, inner product, 4747, 5252
内积空间, inner product space, 5252
几何重数, geometric multiplicity, 3737
列空间, column space, 2222
初等矩阵, elementary matrix, 1111
半正定双线性型, semi-positive definite

bilinear form, 4545
半负定双线性型, semi-negative definite

bilinear form, 4545
单位矩阵, identity matrix, 66
厄尔米特型, Hermitian form, 4242
双线性型, bilinear form, 4040
反对称双线性型, skew-symmetric bilinear

form, 4242
可逆, invertible, 1212
右逆, right inverse, 1212
商空间, quotient space, 2929
坐标, coordinate, 2727
域, field, 2525
基, basis, 2424, 2626
基础行变换, elementary row operations, 66
增广矩阵, augmented matrix, 66

外直和, external direct sum, 2828
子空间, subspace, 2121, 2626
对偶基, dual basis, 4040
对偶空间, dual space, 3939
对称双线性型, symmetric bilinear form, 4242
对称矩阵, symmetric matrix, 1414
左逆, left inverse, 1212
幂等矩阵, idempotent matrix, 3737
幂零矩阵, nilpotent matrix, 3737
快速傅立叶变换, fast fourier

transformation, 2020

方阵, square matrix, 66
最简行阶梯型, reduced row echelon form, 66
极大线性无关组, maximal linearly

independent set, 2323
极小多项式, minimal polynomial, 3535
标准正交基, standard orthonormal basis,

4949
核, kernel, 2121, 3232, 4343
格拉姆-施密特正交化, Gram–Schmidt

process, 5050
格拉姆矩阵, gram matrix, 4141
欧几里德空间, Euclidean space, 5252
正交的, orthogonal, 4848
正交直和, orthogonal direct sum, 4343
正交矩阵, orthogonal matrix, 4949
正交补, orthogonal complement, 4343, 5151
正定双线性型, positive definite bilinear

form, 4545

特征值, eigenvalue, 3434, 3535
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特征向量, eigenvector, 3434, 3535
特征多项式, characteristic polynomial, 3434,

3535
特征子空间, eigenspace, 3434, 3535
相似矩阵, similar matrix, 3131
相抵, equivalent, 1515
相抵标准型, canonical form, 1515
矩阵, matrix, 66
秩, rank, 88, 3131
等距同构, isometry, 4040, 5252
等距映射, isometric map, 5252
系数矩阵, coefficient matrix, 66
线性函数, linear function, 33
线性同构, linear isomorphism, 2929
线性张成, linearly span, 2121
线性方程组, solution of system of linear

equations, 44
线性方程组, system of linear equations, 44
线性无关, linearly independent, 2222
线性映射, linear map, 2929
线性相关, linearly dependent, 2222, 2626
线性空间, vector space, 2626
维数, dimension, 2424, 2626

自伴随算子, self-adjoint operator, 5454
自然投射, canonical projection, 2929
自由元, free unknowns, 88
范德蒙德矩阵, Vandermond matrix, 2020
行列式, determinant, 1717, 3131
行变换, row operations, 66
行空间, row space, 2222
行阶梯型, row echelon form, 66
补空间，complement space, 2828
角度, angle, 4848
负定双线性型, negative definite bilinear

form, 4545
距离, distance, 4848
转移矩阵, transition matrix, 2727
转置矩阵, transpose matrix, 1414

长度, length, 4747
零化多项式, annihilation polynomial, 3535
零空间, zero space, 2121
非退化双线性型, non-degenerate bilinear

form., 4343
齐次线性方程组, system of homogeneous

linear equations, 88
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