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第一章 群的定义、例子与基本性质

1.1 群的定义与例子

定义 1.1.1. 群 (G, ·) 是指一个非空集合 G, 有一个 “二元运算”. 这里运算是指映射

G×G→ G

(a, b) 7→ a · b =: ab.

输入一个有序对 (a, b), 输出 ab ∈ G. 且 · 满足
1. 结合律 (associativity): 对任意 a, b, c ∈ G 有 (a · b) · c = a · (b · c).
2. 单位元/恒等元 (identity element): 存在 e ∈ G 使得对任意 a ∈ G 有 ae = ea = a.
3. 逆 (inverse) 对任意 a ∈ G, 存在 b ∈ G 使得 ab = ba = e.

注记. 结合律保证记号 a1a2 · · · an 无歧义.

例子. 我们有如下常见的例子:
� (Z,+), 0 是单位元;
� 对正整数 n, 模 n 同余类有群结构 (Z/nZ,+).
� (Q,+) 和 (Q× = Q\{0},×) 是群.
� 对素数 p, (F×

p = Z/pZ\{0̄},×) 是群.

例子. 同样有许多反例:
� (奇数,+) 不是群, 因为 “二元运算” 不良定义;
� Z≥0 不是群, 因为不存在逆元;
� (R3,叉乘) 不是群, 因为没有结合律.

问题 1.1.2. 思考是否存在不满足结合律, 但有单位元和逆的结构?

命题 1.1.3. 单位元唯一, 即 e1, e2 ∈ G 都是单位元, 则有 e1 = e2.

证明: 注意到 e1 = e1e2 = e2.

命题 1.1.4. 逆元唯一.

证明: 假设 b, c 都是 a 的逆元, 则有

c = ec = (ba)c = b(ac) = be = b.
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注记. 由于逆元是唯一的, 我们现在可以记 a−1 为 a 的逆元. 对任意 n ∈ Z>0, 令 an = a · · · a︸ ︷︷ ︸
n 个

,

令 a−n = (a−1)n; 对 n = 0, 令 a0 = e.

练习. 验证: a−n = (an)−1, (am)n = amn, aman = am+n.

定义 1.1.5. [n] 表示 n 元集合 {1, 2, · · · , n}, 则集合 Sn = {σ : [n] → [n] | σ 双射} 上可以通过
映射复合定义二元运算.

例子. 通常将置换记为

σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
,

也可以记为 σ = σ(1) . . . σ(n), 通常称为 1, · · · , n 的排列.

命题 1.1.6. (Sn, ·) 是群, 称为 n 元置换群 (permutation group).

证明: 我们如下来依次验证:
1. 二元运算良定义, 因为单射复合单射还是单射, 满射复合满射还是满射.
2. 结合性. 对任意 σ1, σ2, σ3 ∈ Sn, 我们有

((σ1σ2)σ3)(i) = (σ1σ2)(σ3(i))

= σ1(σ2(σ3(i)))

(σ1(σ2σ3))(i) = σ1(σ2(σ3(i))).

从而有 (σ1σ2)σ3 = σ1(σ2σ3).
3. 存在恒等元. 定义 e : [n]→ [n] 满足 e(i) = i. 验证知

σe(i) = σ(e(i)) = σ(i)

eσ(i) = e(σ(i)) = σ(i)

从而有 eσ = σe = σ.
4. 存在逆元. σ 满射, 则对任意 i ∈ [n], 存在 j ∈ [n] 使得 σ(j) = i. 定义

τ : [n]→ [n]

i 7→ j

由于 σ 是双射, 知 τ 也是双射. 且 στ(i) = σ(j) = i. 利用结合律, 有

σ(τ(σ(i))) = (στ)(σ(i)) = σ(i).

又由于 σ 是双射, 则有 τσ(i) = i, 从而 τσ = στ = e.

注记. 对于一般集合 X, 我们也可以定义其上的置换群, 是由全体 X 到 X 的双射组成的集合,
同样如上具有群结构.

练习. 当 X = N 的时候, 证明 SX 不可数.
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定义 1.1.7. 群 G 的元素个数称为阶 (order), 记作 |G|.

命题 1.1.8. 对于置换群有 |Sn| = n!.

例子. 考虑 S3, 令

σ =

(
1 2 3

3 2 1

)
, τ =

(
1 2 3

3 1 2

)
.

计算得

στ =


1 2 3

3 1 2

1 3 2

 = (132), τσ =


1 2 3

3 2 1

2 1 3

 = (213)

这告诉我们 στ 6= τσ, 即 S3 不是交换群. 我们也可以用另外一种看法, 即 σ 交换 1, 3 位置. 因
此 στ = 213. 而 τ 是向后平移次, 从而

τσ = 平移 321 = 132 6= στ.

定义 1.1.9. 群 (G, ·) 称为 Abel 群, 若满足对任意 a, b ∈ G 都有 ab = ba. 此时通常将二元运算
记作 +, 单位元记作 0.

命题 1.1.10. 对于 n ≥ 3, Sn 不是 Abel 群.

例子. 考虑 Dn = {二维平面上将正 n 边形映到自身的旋转和反射, 包括恒等映射}, 二元运算是
映射的复合, Dn 构成群, 称为二面体群 (dihedral group).

练习. 验证 Dn 是群.

例子. 对于 R 线性空间 V , 定义

GL(V ) = {f : V → V | f 是可逆线性变换},

二元运算是复合, GL(V ) 构成群, 称为一般线性群 (general linear group). 特别地, GL(n;R) 是
所有 n × n 可逆矩阵的群, 运算时矩阵乘法. 对于域 F = R,C,Q,Fp, GL(n;F ) 只在 n = 1 时

是 Abel 群.

练习. 计算 |GL(n;Fp)|.

定义 1.1.11. 对于群 (G1, ·) 和 (G2, ·), 定义

G1 ×G2 = {(a, b) | a ∈ G1, b ∈ G2},

二元运算是逐分量乘法, 即
(a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2, b1b2).

(G1 ×G2, ·) 是群, 称为 G1 与 G2 的积群 (product group).
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1.2 子群与商群

定义 1.2.1. 对群 G 的子集 H, 若 H 在 G 的乘法下构成群, 称 H 为 G 的子群 (subgroup).

例子. 对 G = Sn, 我们令
H = {σ ∈ Sn | σ(n) = n},

有 H 是 G 的子群. 我们只需验证 H 在 G 的运算下封闭, 并且对取逆封闭.
• 对 σ, τ ∈ H, 有 σ(τ(n)) = σ(n) = n, 即 στ ∈ H;
• 若 σ(n) = n, 则有 σ−1(n) = σ−1(σ(n)) = n, 即 σ−1 ∈ Sn.

事实上, 我们还能证明 H ' Sn−1.

定理 1.2.2 (Lagrange). G 是有限群, 对任意子群 H ⊂ G 都有 |H| 整除 |G|.

为证明此定理, 我们引入陪集 (coset) 的概念. 这里考虑左陪集 (left coset).

定义 1.2.3. 对群 G, H 是正规子群. G 中形如 gH = {gh | h ∈ H} 的子集称为 G 的左 H-陪集.

例子. eH = H 是左 H-陪集.

例子. 考虑 H = {σ | σ(n) = n} ⊂ Sn. 左 H-陪集的分类如下

Xi = {σ ∈ Sn | σ(n) = i}, i = 1, 2, · · · , n.

对任意给定 g ∈ Sn, 令 i = g(n), 我们证明 gH = Xi. 首先对任意 h ∈ H, 有 gh(n) = g(n) = i,
即有 gH ⊂ Xi. 另一方面, 对任意 σ ∈ Xi, 有

σ = (g−1g)σ = g(g−1σ).

令 h = g−1σ, 有 h(n) = g−1(i) = n, 即 h ∈ H, 从而 Xi ⊂ gH. 因此有 gH = Xi.

定义 1.2.4. 定义集合 G/H = {gH | g ∈ G}, 每一个元素都是 G 的子集, 称为商集 (quotient
set).

例子. 考虑 Sn, H = {σ ∈ Sn | σ(n) = n}, 有 Sn/H = {X1, · · · , Xn}.

定理 1.2.5. G 有左陪集分解
G =

∐
gH∈G/H

gH.

证明: 我们需要验证这些陪集之间是无交的, 并且它们的并是整个群 G.
1. 无交, 若有 gH ∩ g′H 6= 0, 即存在 a ∈ gH ∩ g′H. 断言, 若 a ∈ gH, 则有 aH = gH. 设
a = gh, 对任意 h′ ∈ H, 有

ah′ = ghh′ = g(hh′) ∈ gH,

即 aH ⊂ gH. 另一方面, 对任意 h′/ ∈ H, 有

gh′ = ah−1h′ = a(h−1h′) ∈ aH,

即 gH ⊂ aH. 从而 aH = gH. 因此 gH = gH ′.
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2. 并, 因为 g = ge ∈ gH.

命题 1.2.6. H → gH : h 7→ gh 是双射.

证明: 若 gh = gh′, 则有
h = g−1gh = g−1gh′ = h′.

而满射由定义保证.

定理 1.2.21.2.2 证明. 由于 |G| <∞, 因此我们有 |H| = |gH |. 利用左陪集分解

G =
∐

gH∈G/H

gH,

我们有 |G| = |G/H| · |H|, 即得 |H| 整除 |G|.

定义 1.2.7. 对集合 S, X ⊂ S × S 是子集. 若 (a, b) ∈ X, 记为 a ∼ b. 若 ∼ 满足
(1) 传递性 (transitive): ∀ a, b, c ∈ S, 若 a ∼ b, b ∼ c, 则有 a ∼ c.
(2) 对称性 (symmetric): 若 a ∼ b, 则有 b ∼ a.
(3) 自反性 (reflextive): 对任意 a, 有 a ∼ a.
则称 ∼ 为 S 上的等价关系 (equivalent relation).

注记. 把 S 分成非空子集的无交并称为 S 的一个划分 (partition). 从等价关系我们可以自然诱
导一个划分. 考虑 S 上的等价关系 ∼, 对任意 a ∈ S, 定义

Ca = {b ∈ S | a ∼ b} ⊂ S.

令 S̄ = {Ca | a ∈ S} 是所有等价类构成的集合. 我们有划分

S =
∐
CaS̄

Ca,

且有满射 S → S̄ : a 7→ Ca. 反过来, 从一个给定划分也可以定义等价关系, 即等价关系与划分是
同一件事情.

设 H ⊂ G 是子群, 我们可以定义等价关系, 即

a ∼ g 当且仅当 ∃ h ∈ H, 使得 a = gh.

有满射 G ↠ G/H, 称为商映射 (quotient map). 一个自然的问题是 G/H 上是否有自然的群结

构? 我们先尝试定义运算

G/H ×G/H −→ G/H

(aH, bH) 7−→ abH

我们希望这是良定义的, 即对
a′ = ah1, b

′ = bh2,
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需要 a′b′H = abH. 注意到

a′b′ = ah1bh2 = abb−1h1bh2

= ab(b−1h1b)h2,

因此只需要, 对任意 b ∈ G, h ∈ H 有 b−1hb ∈ H. 如果假设这一点, 我们容易发现 G/H 确实有

群结构, 因为有单位元 eH 和逆元 g−1H. 因此, 从中抽取出正规子群的概念.

定义 1.2.8. 若子群 H ⊂ G 满足对任意 h ∈ H, g ∈ G 都有 ghg−1 ∈ H, 则称 H 为正规子群

(normal subgroup). 此时 G/H 有群结构, 称为商群 (quotient group).

注记. 可以定价定义为, 对任意 g ∈ G, 有 gHg−1 = {ghg−1 | h ∈ H} = H.

命题 1.2.9. Abel 群的子群都是正规子群.

证明: 对任意 h ∈ H, g ∈ G, 有 ghg−1 = gg−1h = h ∈ H.

例子. 考虑加法群 (Z,+), nZ = {na | a ∈ Z} ⊂ Z 是正规子群. 有商群 Z/nZ = {0̄, · · · , n− 1},
其中 ī = {i+ na | a ∈ Z}.

例子. 如下是一个非正规子群的例子: 考虑 G = S3, H = {σ ∈ S3 | σ(3) = 3}. 取

h =

(
1 2 3

2 1 3

)
, g =

(
1 2 3

1 3 2

)
, g−1 =

(
1 2 3

1 3 2

)
.

我们有 (ghg−1)(3) = gh(2) = g(1) = 1, 即 ghg−1 /∈ H. 因此 H 不是正规子群.

1.3 群同态与群同构

定义 1.3.1. 群 G1, G2, 映射 f : G1 → G2 称为群同态 (group homomorphism), 若对任意 a, b ∈
G1, 有 f(ab) = f(a)f(b).

定义 1.3.2. 群 G1, G2, 双射 f : G1 → G2 称为群同构 (group isomorphism), 若对任意 a, b ∈ G1

都有 f(ab) = f(a)f(b).

注记. 此时对于子群 H = {σ ∈ Sn | σ(n) = n} ⊂ Sn, 我们知道有群同构 H ' Sn−1.

例子. H 是 G 正规子群, 商映射 π : G→ G/H 是群同态. 因为

π(ab) = abH = (aH)(bH) = π(a)π(b).

实际上, 商集 G/H 上存在唯一一个群结构使得 π 是群同态, 反过来, 我们也可以用此来定义
G/H 的群结构.

命题 1.3.3. f : G1 → G2 是群同态, 则有
(1) f(eG1) = eG2;
(2) f(g−1) = f(g)−1.

11



证明: (1) 对任意 g ∈ G1, 有
f(g) = g(eG1g) = f(eG1)f(g).

两边同时乘以 f(g)−1, 即得结论
(2) 对任意 g ∈ G1, 有

f(g)f(g−1) = f(eG1) = eG2

f(g−1)f(g) = f(eG1) = eG2 .

例子. 对任意 a ∈ G, 有群同态

Z −→ G

n 7−→ an.

对任意 n ∈ Z, 商映射 Z→ nZ, n 7→ n̄ 也是群同态.

命题 1.3.4. 给定群同态 f : G1 → G2.
(1) 像 (image) im(f) := {f(g) | g ∈ G1} 是 G2 的子群;
(2) 核 (kernel) ker(f) := {g | f(g) = eG2} 是正规子群.

证明: (1) 对于任意 g1, g2 ∈ G1, 按定义和命题1.3.31.3.3有

f(g1g2) = f(g1)f(g2), f(g1)
−1 = f(g−1

1 ) ∈ im f,

因此 im f 是 G1 的子群.
(2) 和 (1) 一样可验证 ker(f) 是子群. 考虑任意 g ∈ G1, h ∈ ker(f), 我们有

f(ghg−1) = f(g)f(h)f(g)−1 = f(g)f(g)−1 = eG2 ,

从而 ghg−1 ∈ ker(f), 即 ker(f) 是正规子群.

回忆集合论里类似的 “同构定理”, 对任意满射 f : X → Y . 我们定义等价关系 ∼ 如下:

x1 ∼ x2 ⇔ f(x1) = f(x2).

等价类集合记作 X̄, 从而我们可以将 f “典范” 的分解为 f = f̄ ◦ π : X → X̄ → Y .

定理 1.3.5 (第一同构定理 (first isomorphism theorem)). 对于满同态 ϕ : G→ G′,令 N = kerϕ.
存在唯一群同构 ϕ̄ : G/N → G′, 使得 ϕ = ϕ̄ ◦ π. 也即下图表交换

G G′

G/N

φ

π φ̄
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证明: 我们先验证, 对任意 g ∈ G, 均有

ϕ−1({ϕ(g)}) = gN.

对任意 h ∈ ϕ−1({ϕ(g)}), 有 ϕ(h) = ϕ(g). 从而 g−1h ∈ N , 即有 h = g(g−1h) ∈ gN . 另一方面,
对任意 h = ga, a ∈ N , 我们有

ϕ(h) = ϕ(g)ϕ(a) = ϕ(g)eG′ = ϕ(g),

即有 gN ⊂ ϕ−1({ϕ(g)}).
因此, 这诱导了良定义的双射

ϕ̄ : G/N −→ G′

gN 7−→ ϕ(g).

我们再说明这是群同态, 因为

ϕ̄(g1N · g2N) = ϕ(g1g2)

= ϕ(g1)ϕ(g2)

= ϕ̄(g1N) · ϕ̄(g2N).

至此完成了证明.

例子. 对任意 a ∈ G, 定义映射 fn

fn : Z −→ G

n 7−→ an.

有 im(fn) ⊂ G 是子群.

定义 1.3.6. 子群 {an | n ∈ Z} 称为 G 中由 a 生成的子群, 记作 〈a〉.

通过 Bézout定理,可知 Z的子群均形如 nZ,对某个 n ≥ 0. 对任意 a ∈ G,都存在 na ∈ Z≥0

使得

〈a〉 ' Z/nZ = {0̄, 1̄, · · · , n− 1}.

定义 1.3.7. 当 na ≥ 0 时, na 称为元素 a 的阶 (order). 当 na = 0, 定义 a 的阶为 ∞.

注记. 事实上, 元素 a 的阶是使得 an = e 的最小正整数 n.

定义 1.3.8. 若存在 a ∈ G, 使得 G = 〈a〉 成立, 则称 G 为循环群 (cyclic group). 对于循环群,
我们有 G ' Z 或 G ' Z/nZ.

定理 1.3.9. 商同态 f : G→ G/N 诱导了双射

{G/N 的子群} F←→ {G 中包含 N 的子群}

H̄ 7−→ f−1(H).
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并且 F 将 G/N 的正规子群变为 G 中包含 N 的正规子群. 逆映射由

{G 中包含 N 的子群} F−1

←→ {G/N 的子群}

H 7−→ H/N.

更一般地, 我们有 F 限制在 G/N 的正规子群上也是一一对应, 这是因为若 H ⊂ G 正规, 则有

G/H ' (G/N)/(H/N).

证明: 考虑商映射 ϕ : G→ G/N → (G/N)/(H/N), 直接验证有 kerϕ = H, 从而有

G/H ' (G/N)/(H/N).

例子. 我们可以用对应定理分类循环群 Z/nZ 的子群 (n ≥ 1). 注意到 nZ ⊂ mZ 当且仅当 m|n.
即

{Z 中包含 nZ 的子群} = {mZ | m|n, m ≥ 1}.

从而 Z/nZ 中的子群形如 mZ/nZ ' dZ, 其中 dm = n.

命题 1.3.10. 对 n 阶循环群 G, 和整数 d|n, 存在唯一 d 阶子群.

注记. 反过来, 这一性质也刻画了循环群, 这个留作作业.

例子. (1) 考虑行列式映射 det : GL(n,R) → R×, A 7→ detA, 这是群同态, 由第一同构定理,
有

GL(n,R)/ SL(n,R) ' R×.

(2) 考虑指数映射

exp : C→ C×

z 7→ ez.

这是群同态.

我们回忆积群 G1 × G2, 我们有正规子群 G1 ' G1 × G1 × {eG2}, 以及 G2 ' {eG1} × G2.
这是从两个群构造一个新的群. 反过来, 我们可以对给定群 G, 及其子群 H,K ⊂ G, 判断能否从
H, K 的结构还原 G 的结构

命题 1.3.11. H,K 是 G 的子群, 则

f : H ×K −→ G

(h, k) 7−→ hk

是群同构当且仅当以下三条同时成立.
(1) H ∩K = {e};
(2) HK = {hk | h ∈ H, k ∈ K} = G
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(3) H,K 为正规子群.

证明: “当” 部分: 先证明 hk = kh, 对任意 h ∈ H, k ∈ K 成立. 我们考虑元素 hkh−1k−1, 由于
K 是正规子群, 有 hkh−1 ∈ K, 从而 hkh−1k−1 ∈ K. 同理有 hkh−1k−1 ∈ H, 由条件 (1) 知

hkh−1k−1 ∈ H ∩K = {e}.

从而 hk = kh 对任意 h ∈ H, k ∈ K 成立. 这保证了 f 是群同态.
条件 (2) 保证了 f 是满射, 下证 f 是单射. 考虑

ker f = {(h, k) | hk = e} = {(h, k) | h = k−1} = {(e, e)}.

最后一个单号用到了条件 (3).
“仅当” 部分: 我们只需注意到 H ' (H, eK) ⊂ H ×K 以及 K ' (eH ,K) ⊂ H ×K.

例子. 将循环群 Z/nZ 记作 Cn, 我们证明 C6 ' C2×C3. 除去直接验证, 我们来看一个更加 “内
蕴” 的方法. 取 C6 的 2 阶子群 H ' C2, 以及 3 阶子群 K ' C3. 我们有 H ∩K = {0}, 且它
们均为正规子群, 这保证了

H ×K → C6

是单射. 而 |H ×K| = 6 = |C6| 保证了这是满射.

1.4 作业一

练习. 计算下列 S6中的元素的乘积. 其中 σ =

(
1 2 3 4 5 6

1 3 4 6 5 2

)
和 τ =

(
1 2 3 4 5 6

6 5 4 3 2 1

)
� σ · τ .
� σ · τ · σ−1.

练习. 列出 S4 的所有子群, 并指出哪些是正规子群.

练习. 对群 G 中的任意元素 g, h, 证明 (gh)−1 = h−1g−1.

练习. 分类 (Z,+) 的所有子群.

练习. 构造同构 f : Z/3Z× Z/2Z→ Z/6Z.

练习. Dn 是二面体群, 计算 |Dn| 并判断 Dn 是否为 Abel 群, 给出论证.

练习. 对给定素数 p, 群 G = GL(n,Fp). 考虑 G 的如下子集

� B 是 G 中上三角矩阵的全体.
� W 是每行每列有且仅有一个 1，其余位置是 0 的方阵全体. (请说明为什么 W 是 G 的子

集)
� H 是每行每列有且仅有一个位置非零, 其余位置是 0 的方阵全体. (请说明为什么 H 是 G

的子集)
� T 是 G 中的对角阵全体.
� U 是 G 中对角线都是 1 的上三角矩阵全体.
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� D 是 G 中纯量矩阵全体，即 D = {λIn | λ 6= 0}.
� SL(n,Fq) 是 G 中行列式等于 1 的矩阵全体.

请完成以下证明或者计算:
1. 证明以上子集都是 G 的子群.
2. 判断这些子群和 G 本身是不是 Abel 群.
3. 求这些子群和 G 的阶数.
4. 判断哪些子群是 G 的正规子群.
5. 对于有严格包含关系的子群，判断小的群是否是大的群的正规子群.

练习. 判断 GL(2,F2) 是否与 S3 同构, 给出论证.

练习. 对群 G, H 是其子群, 完成如下问题:
� 给出右 H-陪集的定义. 证明右 H-陪集数量等于左 H-陪集数量 (假设有限).
� 证明 H 是正规子群当且仅当对任意 g ∈ G 都有 gH = Hg.
� 左 H-陪集的数量称为 H 在 G 中的指数 (index), 记作 [G : H]. 证明若 [G : H] = 2, 则
H 为正规子群.

我们下面需要用到所谓半群的概念. 集合 S 和运算 · : S × S → S 构成的对 (S, ·) 称为半群
(semi group), 若 · : S × S → S 满足结合律.

练习. G 是所有秩小于等于 r 的 n× n 矩阵构成的集合. 证明 G 关于矩阵乘法构成半群.

练习. 对半群 G, 假设:
1. 存在左单位. 即存在 e ∈ G 对任意 a ∈ G, 都有 ea = a;
2. 存在左逆. 即对任意 a ∈ G, 存在 a−1 ∈ G 使得 a−1a = e.

练习. 令 G = {(a, b) | a 6= 0}, 定义运算

· : G×G −→ G

(a, b) · (c, d) 7−→ (ac, ad+ b).

证明 (G, ·) 是群.

练习. 设 G 是偶数阶群, 证明 x2 = e 的解数也是偶数.

练习. 对群 G, a, b ∈ G. 若有 a5 = e, a3b = ba3, 求证 ab = ba.

练习. 证明 (R,+) 与 (R>0,×) 同构.

练习. 对有限群群 G, H ⊊ G 是真子群. 证明

G 6=
⋃
g∈G

gHg−1.

注记. 对于无限群, G 可能等于某个子群的全体共轭的并.
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第二章 群作用

研究群的另一种方法是研究其在一些对象上的作用, 这也是群表示的观点.

2.1 群作用的定义与例子

定义 2.1.1. 对于集合 X, 群 G 在 X 上作用 (group action)是指二元运算

ϕ : G×X −→ X

(g, x) 7−→ g · x

满足下两条条件

1. 对任意 g, h ∈ G 及 x ∈ X, 有 (gh) · x = g · (h · x);
2. 对于单位元 e ∈ G, 有 e · x = x.

注记. 注意, 上面的作用有时也被称为是左作用, 类似的我们也可以定义右作用, 但实际上左作
用和右作用是等价的.

例子. 最简单的例子是考虑 X = G, 此时群作用就是群 G 上的乘法. 这个作用被称为左乘作用.
类似的我们可以定义右乘作用

G×X −→ X

(g, x) 7−→ g ∗ x = xg−1.

我们可以验证结合律, 即对任意 g, h ∈ G 及 x ∈ X 有

(gh) ∗ x = x(gh)−1 = xh−1g−1 = g ∗ (xh−1) = g ∗ (h ∗ x).

注记. 重要的一点是，如果我们简单定义 g ∗ x = xg, 此时作用没有 “结合律”.

例子. 现有 G↷ X, 希望从中得到一些新的群作用.
(1) 限制: H ⊂ G 是子群, 则 h = g1 ∈ H ⊂ G, 我们可定义

h · x := g1 · x

作为 G 在 X 上的作用.
(2) 定义幂集 2X = {X 所有子集}, 对任意 A ⊂ X, 即 A ∈ 2X , 可定义

g ·A := {ga | a ∈ A}.
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定义 2.1.2. 取 X = G, 共轭作用 (conjugation) 是群作用

G×X −→ X

(g, x) 7−→ gxg−1.

注记. 共轭作用的另一看法是 G×G 作用在 G 上, 然后限制在子群 G ' {(g, g) | g ∈ G} 上得到
的群作用.

例子. 考虑置换群 G = Sn, 集合 X = [n] := {1, 2, · · · , n}, 有群作用

Sn × [n] −→ [n]

(σ, i) 7−→ σ(i)

对于更一般的集合 X, 我们也可以考虑类似的置换作用, 即 X 上的对称群.

定义 2.1.3. 令 SX = {f : X → X 双射}, 在映射的复合下构成群. 有群作用

SX ×X −→ X

(f, x) 7−→ f(x).

注记. 给定一个群作用 G↷ X, 可以定义映射

ϕ : G 7−→ SX

g 7−→ (mg : x→ g · x)

从 mg 是双射 (因为有逆映射 mg−1) 知 ϕ 是良定义映射. 由群作用的结合律知 ϕ(gh) =

ϕ(g)ϕ(h), 由群作用的单位率知 me = Id. 反过来, 如果有群同态 ϕ : G → SX , 从而可以定
义群作用

g · x = (ϕ(g))x

定义 2.1.4. 对于域 F (F 通常是是 R,C,Q,Fp), 设 X 为 F 上 n 维线性空间. G 作用于 X, 且
满足对任意 λ ∈ F , v, w ∈ X 有

1. g(v + w) = g(v) + g(w);
(2) g(λv) = λg(v).
则 ϕ : G→ SX , 有 imϕ ⊂ GL(X), 这样的作用称为 G 的线性表示 (linear representation).

例子. 考虑 Sn ↷ [n], 取 Rn 上一组基 {e1, · · · , en}, 我们可以定义

σ(
n∑
i=1

λiei) =
n∑
i=1

λieσ(i).

我们有群同态 ϕ : Sn → GL(n,R). 定义符号映射

sgn : Sn → GL(n,R) det→ R×,

有 im(Sn) = {±1}, 定义交错群 (alternative group) An := ker(sgn). 可以说明 An 是由所有偶

置换构成的子群 (考虑置换矩阵的行列式).
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2.2 轨道与计数公式

假设群 G 作用在集合 X 上, 我们可以定义自然的等价关系

x1 ∼ x2 ⇐⇒ ∃g ∈ G, gx1 = x2.

此等价关系的等价类被称为 G 作用的轨道 (orbit). 对任意 x ∈ X, 令 Ox := {gx | g ∈ G}. 记

G\X = {Ox | x ∈ X}.

进而有分划

X =
∐

Ox∈G\X

Ox.

当 |X| < +∞ 时, 我们有 |X| = |O1|+ · · ·+ |On|, 其中 n = |G\X|.

定义 2.2.1. 群作用 G↷ X 称为可迁 (transitive), 若轨道数为 1.

例子. H ⊂ G 是子群, 定义 H ↷ G 为 h ∗ g := gh−1. 对任意 g ∈ G, 有

Og = {h ∗ g | h ∈ H} = {gh−1 | h ∈ H} = gH.

即子群右作用 (这也解释为什么商要写在右边) 的轨道是左 H 陪集

G/H = {g1H, · · · , gnH}.

例子. 若 H ⊂ G 是正规子群, 则 G↷ G/H 的作用为

G×G/H −→ G/H

g ∗ (g′H) 7−→ (gg′)H,

这是一个可迁作用.

定义 2.2.2. 对 G↷ X, 任意 x ∈ X, 定义

Gx = {g ∈ G | gx = x},

称为 x 的稳定化子 (stabilizer), 其是 G 的子群。

例子. G↷ G/H 上 eH 的稳定化子为 H.

定理 2.2.3. 作用 G↷ X 可迁, 则有 G 作用同构 (给定 x)

f : G/Gx −→ X

gGx 7−→ g · x.

命题 2.2.4. 对任意 g ∈ G, x ∈ X 有 Ggx = gGxg
−1.

回忆对于群作用 G↷ X, 我们有
(1) X =

∐
O∈G\X O, 其中 G\X = {轨道的集合};
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(2) 可迁作用, 有 G/Gx
≃−→ O (g 作用同构), ∀ x ∈ O, 其中 Gx = {g | gx = g} 是 x 的稳定化

子.
(3) Ggx = gGxg

−1.
通过 (1) (2), 即 X =

∐n
i=1Oi, 我们能得到计数公式

|X| = |O1|+ · · ·+ |On|

|O| = [G : Gx] =
|G|
|Gx|

.

例子. 考虑正四面体 Ω = ABCD, 设

G = {R3 旋转反射, 将 Ω 映到 Ω} = Ω 的对称群.

注意到 G ↷ {A,B,C,D} 作用可迁. 且对任意一个顶点, 稳定化子都是二面体群 D3, 从而有
|G| = 4× 6 = 24.

定义 2.2.5. 对于素数 p, 若群 G 满足 |G| = ps, s ≥ 1, 则称 G 为 p 群 (p-group).

命题 2.2.6. 对于 p 群 G, 我们有
(1) 若 |G| = p, 则对任意 a ∈ G\{e}, 有 G = 〈a〉.
(2) 若 |G| = p2, G 是交换群.

证明: 我们考虑 G↷ X = G 是共轭作用, 有如下事实
(1) ag = ga⇔ g ∈ Ga;
(2) a 与 G 中元素均交换 ⇔ Ga = a ⇔ Oa = a.
(3) 定义 C := {a ∈ G | ag = ga, ∀ g ∈ G}, 称为群 G 的中心 (center).
注意到 p|

∑n
i=1 |Oi|, 且对任意 i, 有 |Oi| = 1, p, p2. 不妨 O1 = {e}, 则存在 i ≥ 2 使得

|Oi| = 1, 即 p 群 G 的中心非平凡. 从而 |G/C| = 1 或 p, 使用如下引理即得结论.

引理 2.2.7. 若 C 是 G 的中心, 且 G/C 是循环群, 则有 G = C.

证明: 假设 G =
⋃∞
i=−∞ aiC, 对任意 b, c ∈ C, 我们有

(aib)(ajc) = ai+jbc = ai+jcb = (ajc)(aib)

从而知 G = C.

练习. 分类 p3 阶群.

2.3 Sylow 定理

定义 2.3.1. 设 |G| = psm, 其中 s ≥ 1 且 p 6 |m. 若 H 是 G 的子群, 且 |H| = ps, 称 H 是

Sylow p 子群 (Sylow p-subgroup).

定理 2.3.2 (Sylow 定理). 对于群 G

(1) 若 p
∣∣|G|, 则 G 中存在 Sylow p 子群, 且它们两两共轭;
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(2) 若 H 是 G 的 p 子群, 则存在 Sylow p 子群 H ′ 满足 H ⊂ H ′;
(3) 记 ap = #{Sylow p 子群}, 有 ap|m 且 ap ≡ 1(mod p).

例子. 考虑 Fp 上的一般线性群 GL(n,Fp), 我们有

|G| = (pn − 1)(pn − p) · · · (pn − pn−1)

= p
n(n−1)

2 (pn − 1) · · · (p− 1).

即 |G| = p
n(n−1)

2 m, 其中 p 6 |m. 考虑 U = {


1 ∗

. . .
0 1

} 是由对角线为 1 的上三角矩阵构

成的子群, 满足 |U | = p
n(n−1)

2 , 则 U 是 G 的 Sylow p 子群.

我们先证明如下引理

引理 2.3.3. H ⊂ G 是子群, G 中有 Sylow p 子群 U . 则 ∃g ∈ G 使得 H ∩ (gUg−1) 是 H 的

Sylow p 子群.

证明: 考虑群作用 G ↷ G/U =: X, 记陪集中元素 U 为 x. 有此作用可迁并且 Gx = U ,
Ggx = gUg−1. 考虑轨道分解

G =
∐

Oi ⇔ |X| = |O1|+ · · ·+ |On|.

由于 U 是 Sylow p 子群, 则有 p 6 ||X|, 从而存在 i 使得 p /∈ |Oi|. 任取 gU ∈ Oi, 有
(1) Hx = Gx ∩H = U ∩H;
(2) Hgx = Ggx ∩H = (gUg−1) ∩H.
我们有 p /∈ |Oi| = |H|

|HgU | . 而 |HgU |
∣∣|U | = ps, 从而 HgU 是 H 的 Sylow p 子群.

注记. 可迁作用限制在子群上不一定可迁. 例如 R2 ↷ R2, 定义为 a ∗ b := a + b. 限制在子群

H = {

(
r

0

)
} 上, 不是可迁作用.

回忆上次课构造的 Sn 到 GL(n, F ) 的群同态. 对于一般的群 G, 我们也可以做类似的考虑
(正则表示 (regular representation)). 取线性空间

V = F ·G = {
∑
g∈G

agg | ag ∈ G}.

作用 G↷ V 定义为

h(
∑
g∈G

agg) =
∑
g∈G

ag(hg).

定理 2.3.22.3.2 证明.

(1) 对于存在性, 考虑取 F = Fp. 然后用上面的结果知 G 同构于 GL(n,Fp) 的子群, 用引理及
GL(n,Fp) 存在 Sylow p 子群, 知 G 有 Sylow p 子群. 对于共轭性, 在引理中取 H 是 G 的

任意 Sylow p 子群, U 是另一个 Sylow p 子群，由引理知 H = gUg−1 ∩H. 考虑元素个数
即知 H = gUg−1.
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(2) 在引理中取 H 为 p 子群, 再结合 Sylow p 子群的共轭还是 Sylow p 子群即得结论.
(3) 设 X = {G 中所有 Sylow p 子群}. 考虑 G ↷ X 是共轭作用, 则由 (1) 这是可迁作用. 考
虑 x = U , 则有 Gx ⊃ U , 知

ap = |X| =
|G|
|Gx|

.

结合

m =
|G|
|U |

=
|G|
|Gx|

· |Gx|
|U |

知 |Gx|
|U | 是整数. 设 H ∈ X = {H = H1, · · · ,Hap}, 我们将此共轭作用限制在 H 上. 利用

下引理, 有如下事实, 从而得到 ap ≡ 1( mod p)

� |X| =
∑n

i=1 |Oi|, 且 |Oi|
∣∣|H| = ps;

� |Oi| 有且仅有 1 个为 1, 即 H 所在的轨道 O = {H}.

引理 2.3.4. 若 H 是 H ′ 的稳定化子 (即 H 的共轭作用不改变 H ′), 且 H,H ′ 均为 G 的 Sylow
p 子群, 则有 H = H ′.

证明: 定义 H ′ 的正规化子 (normalizer) 为

NH′ := GH′ = {g ∈ G | gH ′g−1 = H ′} (也即共轭作用的稳定化子).

则有 H ′ 是 NH′ 的正规子群. 则有 H,H ′ ⊂ NH′ 均为 Sylow p 子群, 运用 Sylow 定理 (定理
2.3.22.3.2), 知 H 与 H ′ 在 NH′ 中共轭, 则有 H = H ′.

例子. 考虑 15 阶群 G, 有 Sylow 3 子群 H ' C3, 且 a3 = 1. 有 Sylow 5 子群 K ' C5, 且
a5 = 1. 这保证了 H,K 均为正规子群. 更多地, 有 H ∩K = {e}, 我们有 G ' C3 × C5.

例子. 考虑 21 阶群 G, 结果稍有不同. H 是 Sylow 3 子群, 但 a3 = 1 或 7; K 是 Sylow 7 子群,
是正规子群. 如果 a3 = 1, 则有同构 G ' C3 × C7. 若 a3 = 7, 那 G 是什么? 答案是所谓的半
直积 (semi-product), 若 G 存在, 则

(1) G=HK;
(2) H ×K →, (h, k) 7→ hk 是双射 (不是群同态);
(3) 构造群同态, 注意 (h1k1)(h2k2) = h1h2(h

−1
2 k1h2)k2, 这与 H 在 K 上作用有关.

证明: 我们希望找到 G 中的乘法使得双射

ϕ : H ×K −→ G

(h, k) 7−→ hk

是群同构. 考虑 g1 = h1k1, g2 = h2k2, 此时有

g1g2 = h1k1h2k2 = h1h2(h
−1
2 k1h2)k2.

由于 K 是 G 的正规子群, 我们知道 H 在 K 上有共轭作用, 即 h ∗ k = hkh−1. 这诱导了群同态

H → SK , 由此有群同态 H
σ→ Aut(K) = {f : K → K 同构}. 此时可以将 G 的群结构定义为

(h1k1) · (h2k2) := (h1h2) · (σ(h−1
2 )(k1)k2).
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注记. 更一般地, 除了共轭作用 σ 可以这样定义乘法, 对于任意从 H 到 K 自同构群的同态

σ : H → Aut(K), 都能按照上式定义 H ×K 的群结构. 这样得到的群记作 H ⋊σ K, 称为 H,K

关于 σ 的半直积.

2.4 作业二

练习. S4 在 [5] = {1, 2, 3, 4, 5} 有多少种不同的作用?

练习. 证明 S6 不能传递地作用在 [7] 上.(S7 是否能传递地作用在 [8] 上呢? )

练习. 假设取逆映射是群 G 的一个自同构, 证明 G 是交换群.

练习. 假设 G 是由实值函数 f = 1
x 和 g = x−1

x 由函数复合生成的群, 证明 G 同构于 S3.

练习. 分类 Dn, n ≥ 3 时的所有子群与正规子群.

练习. 通过考虑 G = GL(2,F2) 在 (F2)
2 上的作用来证明 G 同构于 S3.

练习 (第二同构定理). 令 H 是 G 的一个正规子群, K 是 G 的一个子群, 证明:
1. HK 是 G 的一个子群.
2. H ∩K 是 K 的正规子群.
3. 有群同构 HK/H ∼= K/H ∩K.

练习. 令 O1, · · · , Ok 是有限群 G 的所有共轭类, 对于 xi ∈ Oi 定义中心化子 Ci = {g ∈
G|gxig−1 = xi}. 记 ni = |Ci|, 证明

1

n1
+

1

n2
+ · · · 1

nk
= 1

练习. 如果定义 P ∗A = PAP t, 这是否给出了 GL(n,R) 在全体实 n× n 矩阵上的一个作用?

练习. 定义 PGL(2,F3) = GL(2,F3)/D. 其中 D = {λI5 | λ ∈ F×
5 }. 证明 PGL(2,F3) ∼= S4.

注记. 提示：考虑 GL(2,F3) 在 (F3)
2 的所有一维子空间组成的集合上的作用.

练习. 令 G 是一个群, R× 是 R 中非零元素在域的乘法下组成的群。考虑由 G → R 的所有映
射组成的 R-线性空间 V . 假设 S 是由有限个 G→ R× 的群同态组成的集合. 证明 S 中的元素

在 V 上线性无关.

练习. 证明有限群 G 是循环群当且仅当对任意正整数 n, G 至多只有一个阶数为 n 的子群.

练习 (半直积). 令 H,K 是两个群, φ : K → Aut(H) 是群同态. 如下定义 H ×K 上一个二元运
算 (h, k)(h′, k′) = (hϕ(k)(h′), kk′). 验证这给出了 H ×K 上的一个群结构, 证明 {eH} ×K 和
H ×{eK} 都是这个群的子群, 并且 H ×{eK} 是一个正规子群. 举出一个例子来说明 {eH}×K
不是一个正规子群.

练习. 证明 GL(n,C) 同构于 GL(2n,R) 的子群.

练习. 证明 C× 同构于 C/Z. 其中 C× 是 C 中非零元素组成的乘法群. C 和 Z 是加法群.
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练习 (思考题，不用交). 证明 PGL(2,F5) ∼= S5.

练习 (思考题，不用交，在学完模论之后有更多工具可以做). 令 G = GL(3,F2).
1. G 有多少共轭类?
2. 证明 G 只有两个大小为 24 的共轭类.
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第三章 自由群与关系

3.1 自由群

定义 3.1.1. 集合 X, 由 X 生成的自由群 (free group) F (X) 是集合

F (X) = {e, xa11 · · ·x
an
n | xi ∈ X, ai ∈ Z\{0}, 且相邻元素不同}.

其中 xa11 · · ·xann 称为以 X 为字母的单词 (word). 配备如下乘法
(1) e · xa11 · · ·xann = xa11 · · ·xann · x = xa11 · · ·xann ;
(2) 对单词 xa11 · · ·xann 和 yb11 · · · ybmm , 若 xn 6= y1, 则

(xa11 · · ·x
an
n ) · (yb11 · · · y

bm
m ) := xa11 · · ·x

an
n · y

b1
1 · · · y

bm
m .

若 xn = y1, 则 xann y
b1
1 = xan+b1n . 对 n+m 使用归纳法定义.

例子. 若 |X| = 1, 则有 F (X) ' Z. 若 |X| 6= |Y |, 则有 F (X) 6' F (Y ).

命题 3.1.2. 自由群的子群是自由群.

定义 3.1.3. 群 G, 集合 X ⊂ G, 由 X 生成的子群 H 是所有包含 X 的子群的交. 具体来说, 是
由元素和逆的乘积构成的集合.

定义 3.1.4. 群 G, 集合 X ⊂ G, 由 X 生成的正规子群 H 是所有包含 X 的子群的交. 具体来
说, 是由元素和逆的共轭元的乘积的集合.

命题 3.1.5. 集合 X, 对任意映射 f : X → G, 存在唯一群同态 f̄ : F (X)→ G, 使得如下图表交
换

X G

F (X)
f̄

f

特别地, 若 X 为 G 的生成元集, 则有满同态 F (X) ↠ G. 我们有 ker f̄ 为 F (X) 的正规子群,
若 R 为 ker f̄ 的生成元, 将 G 记作 〈X | R〉, R 称为生成元 X 的关系 (relation).

例子. 对于二面体群 Dn = {n 个旋转, n 个反射}. 令 x 表示逆时针旋转 2π
n , y 表示沿任意一

条对角线做反射. 则 {e, x, · · · , xn−1} 是 n 个旋转, {y, xy, x2y, · · · , xn−1y} 是 n 个互不相同的.
考虑满射

f : F ({x, y}) 7−→ G,
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我们有 ker f ⊃ {xn, y2, (yx)2} (因为可以直接验证 yxy−1 = x−1, 即 (yx)2 = e). K = 〈x〉 是 n

阶正规子群, H = 〈y〉 是 2 阶子群, 有 HK = Dn, H ∩K = {e}. 断言有

Dn = 〈x, y | xn, y2, (yx)2〉,

也可以写作 Dn = 〈x, y | xn = e, y2 = e, yxy−1 = xn−1〉. 分为两步
� 由于 {xn, y2, (yx)2} ⊂ ker f , 因此有满射

f : Dn = 〈x, y | xn, y2, (yx)2〉↠ Dn;

� 对任意单词 g = xa1yb1 · · · , 使得 f(g) = e, 可以通过关系约化为 g = xa1yb1 (注意到
yx = xyn−1, 因此可以一直交换). 要 f(g) = e, 只能 n|a1, 2|b1, 即证.

3.2 Sn 的循环分解

定义 3.2.1. 置换 σ ∈ Sn 称为轮换 (cycle), 若存在 {i1, · · · , im} ⊂ [n] (此时 σ 记作 σ =

(i1 · · · in)) 使得
� σ(ij) = ij+1, 1 ≤ j ≤ m− 1;
� σ(im) = i1;
� σ(i = i) 若 i /∈ {i1, · · · , im}.

我们称轮换 σ = (i1 · · · im) 和 τ = (j1 · · · jn) 不相交, 若 {i1, · · · , im} ∩ {j1, · · · , jn} = φ.
有如下 Sn 的结构定理

定理 3.2.2. 任意 σ ∈ Sn, 存在互补相交的轮换 σ1, · · · , σk 使得 σ = σ1 · · ·σk. 且 {σ1, · · · , σk}
由 σ 唯一决定.

例子. 对轮换 σ =

(
1 2 3 4 5 6 7

7 6 2 3 4 5 1

)
, 有轮换分解 σ = (2 6 5 4 3)(1 7). 从中看出, 这些

分解事实上是 σ ↷ [n] 的轨道.

3.3 作业三

练习. 设 p 为素数，求 GL(n,Fp) 中 Sylow-p 子群的个数.

练习. 如果 Sn 中元素 σ 的写成不相交的轮换的乘积 σ = σ1 · · ·σl，其中长度为 m 的轮换个数

为 λm. (这里 1-轮换 (i) 表示保持该元素 i 不变)。我们将 σ 的型记作 1λ12λ2 · · ·nλn，并满足∑
i iλi = n. 请证明 Sn 中两个元素共轭当且仅当两者有相同的型

练习. 在 Sn 中, 计算具有型 1λ12λ2 · · ·nλn 元素的个数, 并且证明如下公式:∑
λ

1∏n
i=1 i

λiλi!
= 1

其中 λ 是多重指标 (λ1, λ2, · · · , λn), 满足
∑n

i=1 λi = n, λi ≥ 0.
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练习. 令 n ≥ 2, 证明 (12) 和 (123 · · ·n) 生成了 Sn.

练习. 令 n ≥ 3. 证明 (123), (124), · · · , (12n) 生成了 An.

练习. 证明 Dn 同构于由两个生成元 x, y 生成，且满足如下关系的群。

xn = y2 = (xy)2 = e

练习. 假设 p 和 q 是两个素数，请分类 pq 阶的群。

练习. 请分类 12 阶群。

练习. G 在自身的共轭作用诱导了从 G 到 AutG 的群同态, 我们称这个群同态的像为内自同
构. 证明内自同构群 InnG 是 AutG 的正规子群, 我们称商群 OutG := AutG/ InnG 为外自
同构群.

注记. 注意：有同学认为半直积的结构由到 H 到 Out(G)的 morphism确定，这个一般是不对的，
参见 https://math.stackexchange.com/questions/1710620/do-homomorphisms-h-to-operatornameautk-
that-coincide-at-the-level-of-o?rq=1。

练习. 证明如果群 G 有有限指数的子群，则 G 有有限指数的正规子群。

练习. 证明如果群 G 有两个有限指数的子群 H 和 K，则 H ∩K 也是 G 的有限指数子群.

练习. 循环群
1. 令 p 是一个素数, G = {x ∈ C |∃ n使得xpn = 1}. 则对于通常的乘法 G 构成了一个群, 并
且 G 的每一个真子群都是有限阶循环群.

2. 证明 (Q,+) 不是循环群, 但是任何有限生成子群都是循环群.
3. 令 G 是一个非交换群, 证明 Aut(G) 不是循环群, 特别的, 如果 |Aut(G)| 是素数, 则 G 交

换.

练习 (Burnside 引理). 假设有限群 G 作用在 S 上, 令 F (g) = {x ∈ S | gx = x}, 称作 g 的不

动点集, 则轨道的个数为
∑

g∈G |F (g)|
|G| .

练习. 假设 G 是一个 p-群, 其中 p 是素数, 证明 G 非正规子群的个数一定是 p 的倍数.

练习. 证明 GL(n,C) 没有指数有限的真子群.

练习. 令 G 是一个群, A 是其一个正规交换子群, 证明 G/A 可以通过共轭作用在 A 上, 从而得
到 G/A 到 AutA 的群同态.

练习 (思考题，不用交). 下面我们确定在正规子群和商群确定时如何分类群的结构。我们引入
一些概念。

定义 3.3.1. 假设有群 G1,G2, G3 的同态 f : G1 → G2, g : G2 → G3。我们称如下序列

G1
f−→ G2

g−→ G3
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在 G2 处正合，如果 Im(f) = ker(g)。一个元素的群记作 1. 则称序列

1→ G1
f−→ G2

g−→ G3 → 1

为短正合列，如果序列在 G1,G2, G3 处均正合，即 f 是单同态，g 是满同态，且 Im(f) = ker(g).
这个序列此时也称作 G3 关于 G1 的一个扩张. 另一个扩张

1→ G1
f ′−→ G′

2
g′−→ G3 → 1

和已知的这个同构是指存在 G2 → G′
2 的群同构 F，使得有如下的图表中的每一个矩形都交换

1 G1 G2 G3 1

1 G1 G′
2 G3 1

f

id

g

F id

f ′ g′

即 f ′ = F ◦ f 和 g = g′ ◦ F .

定义 3.3.2. 短正合列
1→ G1

f−→ G2
g−→ G3 → 1

分裂是指存在同态 i : G3 → G2 使得 g ◦ i = IdG3。

以下我们假设 G1 是交换群, 其中的群运算记作 +, 单位元记作 0。则由以上习题知，短正

合列

1→ G1
f−→ G2

g−→ G3 → 1

会诱导一个 G3 在 G1 上的共轭作用，或者等价于有群同态 φ : G3 → Aut(G1). 我们现在分类
这个同态 φ 给定的情况下的所有扩张.

1. 证明当短正合列分裂时，G2 同构于 G1 和 G3 的半直积.
2. 取映射 s : G3 → G2, 使得 g ◦ s = IdG3. 证明这样的 s 可以取到，且若映射 s′ : G3 → G2,
满足 g ◦ s′ = IdG3, 则存在映射 y : G3 → G1，使得 s′(b) = y(b)s(b). 我们称这样的 s 为

截面.
3. 定义映射 α : G1 ×G3 → G2 为 α(a, b) = a · s(b). 证明这是一个双射.
4. 利用这一双射和 G2 的群结构在集合 G1 ×G3 上诱导一个群结构, 使得 α 是一个群同构.
证明在这个群结构下存在映射 c : G3×G3 → G1 使得 (a1, b1)·(a2, b2) = (a1+(φ(b1))(a2)+

c(b1, b2), b1b2), 且 c 满足

(φ(b1))(c (b2, b3))− c (b1b2, b3) + c (b1, b2b3)− c (b1, b2) = 0

对任意 b1, b2, b3 ∈ G3 成立.
5. 假设给定 c满足如上条件，利用上述公式 (a1, b1)·(a2, b2) = (a1+(φ(b1))(a2)+c(b1, b2), b1b2)

在 G1 ×G3 上定义运算，证明这是一个群结构，且做成 G3 在 G1 上的扩张.
6. 映射 {x : G3×G3 → G1} 组成的集合有自然的交换群结构, 加法定义为 (x1+x2)(b1, b2) =

x1(b1, b2) + x2(b1, b2). 证明满足以上条件的 c 构成一个子群, 记作 Z2(G3, G1).
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7. 不同的截面 s 的选取会对应 Z2(G3, G1) 的一个子群 B2(G3, G1). 具体来说，请证明 s

换成 s′ 时，对应的 c′ 满足 c′(b1, b2) = c(b1, b2) + φ(b1)(y(b2)) − y(b1b2) + y(b1). 证明
形如 x(b1�b2) = φ(b1)(y(b2)) − y(b1b2) + y(b1) 的映射构成 Z2(G3, G1) 的一个子群, 记作
B2(G3, G1).

8. 证明 Z2(G3, G1)/B
2(G3, G1) 分类了所有固定 φ 的，G3 关于 G1 的扩张的同构类. 这个

交换群记作 H2(G3, G1).
9. 证明如果 φ 平凡，则 G1 在 G2 的中心里.

10. 假设 G1 = Z, G3 = Cp 是素数 p 阶循环群, φ 平凡. 证明 H2(Cp,Z) ∼= Cp 并找到对应的

扩张.

3.4 Sn 的对换分解与 Coxeter 群

在上一节中, 我们看到 Sn 可以分解为不交轮换的复合, 事实上, 这与共轭类分类密切相关.
在这一节里面, 我们证明更强的结果, 即任意置换都能分解成若干 “基础对换” 的乘积.

例子. 考虑 S3 中的元素 (1 2 3) 和 (1 3) (这是一个 “非基础” 对换), 我们有分解

(1 2 3) = (1 3)(1 2)

(1 3) = (1 2)(2 3)(1 2) = (2 3)(1 2)(2 3).

定义 3.4.1. 对换 (2-轮换) si = (i i+ 1), 1 ≤ i ≤ n− 1 被称为基础对换.

命题 3.4.2. 任意 σ ∈ Sn, 均可以写为 σ = si1 · · · sik .

证明有两种思路, 一是使用归纳法, 尝试多乘一些对换, 让 σ′ 固定 n; 二是考虑 “逆序对”.

定义 3.4.3. 对 σ ∈ Sn, 集合 {(i, j) ∈ [n]× [n] | i < j, σ(i) > σ(j)} 中的元素称为逆序对. σ 的
长度 l(σ) =逆序对的个数.

例子. 对于基础对换 Si, 有 l(Si) = 1.

命题 3.4.4. 对任意 σ ∈ Sn, 有 l(σ) = l(σ−1).

对 w =

(
1 2 · · · n

n n− 1 · · · 1

)
, 我们有 l(w) = n(n−1)

2 .

证明: 作业.

命题 3.4.5. 对 σ ∈ Sn, 都有 l(σ) + l(σw) = n(n−1)
2 .

定理 3.4.6. 若 σ 的长度为 l, 则 σ = si1 · · · sil. 且若 σ = sj1 · · · sjm, 均有 m ≥ l.

注记. 分解出的基础对换中, 可能有相同项, 且最短的分解不唯一, 参考前面的例子.

先证明如下引理:

引理 3.4.7. 对于 σsk 的长度有

l(σsk) =

{
l(σ) + 1, σ(k) < σ(k + 1)

l(σ)− 1, σ(k) > σ(k + 1)

29



证明: 只需注意到

σsk =

(
1 2 · · · k k + 1 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(k + 1) σ(k) · · · σ(n)

)
.

定理 3.4.63.4.6 证明. 考虑对 l = l(σ) 用归纳法, l = 0 是成立. 假设对 l(σ) = l 成立, 考虑 l(σ) =

l + 1 ≥ 1, 知存在 i 使得 σ(i+ 1) > σ(i). 从而有 l(σsi) = l + 1− 1 = l, 用归纳假设, 可设

σsi = si1 · · · sil ,

从而有 σ = si1 · · · silsi.

可以发现基础对换满足一些关系:
(1) 对 i, 有 s2i = e;
(2) 对 |j − i| ≥ 2, 有 sisj = sjsi;
(3) 对 |j − i| = 1 有 sisjsi = sjsisj , 也即 (sisj)

3 = e.
事实上, 这也完全刻画了对称群.

定理 3.4.8. 对群 G = 〈s1, · · · , sn | s2i , (sisj)2, (sisi+1)
3〉, 有 G ' Sn.

有两种思路:
� 记 G 中生成元的关系为 R. 按定义, 我们有满射 f : F ({s1, · · · , sn−1}) ↠ Sn, 我们想证明

ker f 由 R 中的元素生成. 即若 si1 · · · sik = e, 去证能通过关系 R 将左边调整为 e. 这个
方法稍显繁琐;
� 使用下一节介绍一般的判断一组生成元和关系能否给出想要的群的算法.

3.5 Coxeter–Todd 算法

G = 〈X | R〉, 假设 |X|, |R| < +∞ (称 G 有限表现 (finitely presented)). H ⊂ G 是子群, 且
H 有限生成.

注记. 有限生成群的子群不一定有限生成. 例如考虑 F ({x, y}) 中 xnyx−n, n ≥ 1 生成的子群.

先研究 G↷ G/H, 我们希望从中反映出 G 的信息, 注意到
(1) G↷ G/H 的作用定义为 “置换作用”, 即 g(tH) = (gt)H;
(2) H 的生成元作用在陪集 eH 上是恒等元;
(3) G 的关系 R 作用在 G/H 上市恒等元;
(4) G↷ G/H 可迁.
下面介绍 Coxeter–Todd 算法, 它通过 G ↷ G/H 的作用通过画点与点之间的路径表达, 来

反映 |G/H| 和 G→ SG/H 的信息. 我们从一例子来理解其中的思想.

例子. 取 G = 〈a, b, c | a3, b2, c2, cba〉, 其子群 H = 〈c〉, 我们有 |H| ≤ 2.
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(参考上图理解) 考虑点 x = eH, 由于 c ∈ eH, 知 c 在 eH 上的作用就是映到自己. 设
y = a · (eH), z = a2 · (eH), 我们知道有 a · z = x (由关系 x3 = e). 令 w = b · y, 由 cba = e 知

x = cba · x = cb · y = c · w, 则有 w = c−1 · x = x, 即有 x = by.
令 w′ = cy, 利用 b = b−1 有 z = cba · z = cb · x = c · y = w′, 从而有 z = c · y. 最后可得

b · z = z. (这里其是应该画有向图更容易看清结构)
通过上述分析, 我们得到的有向图每个点都有进的 a, b, c-箭头, 也有出的 a, b, c-箭头, 从而

G/H = {x, y, z}, 即 |G/H| = 3. 且我们有群同态

ϕ : G −→ S3

a 7−→ (1 2 3)

b 7−→ (1 2)

c 7−→ (2 3).

因此 G ↪→ S3, 而 |G| = 3× 2, 从而 G ' S3.

下面考虑所谓的 Coxeter 图 (Coxeter diagram)定义的 Coxeter 群 (Coxeter 群), 我们证明

命题 3.5.1. 群 Sn 同构于由下图定义的群 G,
• • • · · · • •

s1 s2 s3 sn−2 sn−1

其中 G = 〈si | s2i = e, (sisi+1)
3 = e, (sisj)

2 = e〉.

证明: 使用数学归纳法. n = 2 时, 有 〈s1 | s21 = e〉 = Z/2Z ' S2.
考虑 n ≥ 3, 假设对 n− 1 结论成立, 我们令 H 为 G 中由 s1, · · · , sn−2 生成的子群. 由于有

满同态 Sn−1 ↠ H, G↠ Sn, 知 |H| ≤ (n− 1)! 且 |G| ≥ n!, 只需证 |G/H| = n.

我们以 S4 为例操作一遍 Coxeter–Todd 算法.

例子. 令 H = 〈s1, s2〉 是 S4 中有 1,2 基础对换生成的子群.

31



(参考上图) 则有 s1, s2 在 x = eH 上是平凡作用, 我们令 y = s3 · x, z = s2 · y, w = s1 · z.
若设 y′ = s1y ⇔ y = s1y

′, 由条件知 (s3s1)
2 = e, 从而

y′ = s3s1s3s1y
′ = s3s1s3y = s3s1x = y.

类似由 (s3s2)
3 = e 可证 s3 = z, 进而得到 s2w = w = s3w. 这告诉我们 G/H 恰好对应上图四

个点 x, y, z, w, 即 |G/H| = 4.

我们总结一下 Coxeter–Todd 算法在做什么:
(1) 从已知结点 i 出发, 对任意 x ∈ X, 通过群作用 x · i 及 x−1 · i 得到新的结点.
(2) 由子群 H 和关系 R 得到某些结点相同.
(3) 不会有新的结点, 即 R 作用平凡.
(4) 得到 S = {结点的集合}, 有良定义群作用 G↷ S.

定理 3.5.2. 定义映射 S → G/H, 将结点 s 映射到某条 e 到 s 的路径 xnxn−1 · · ·x1H, 我们有
该映射良定义且这是 G-集合的同构.

证明: 对于不同的路径 si, sj , 得到的 G 在 G/H 上作用满足相同规律, 因此 S → G/H 良定义.
G 在两边的作用均可迁, 令 K = StabeH , 有 G/K ' S 且 H ⊂ K. 而由定义 S → G/H 是满射,
从而 K = H, 即有 G 作用同构

S ' G/H.

例子. 考虑 Coxeter 图
• •

s1 s2

有 G = S3 ' D3. 我们想研究 s1, s2 在 D3 中对应的是什么. 事实上, 它们均是固定一个点的反
射.

反射自然满足条件 s21 = s22 = e. 假设 s1 与 s2 对应反射轴的夹角为 θ, 则有 s1s2 等同于旋

转角为 2θ 的旋转变换. 而此题中 θ = π
3 , 因此有

(s1s2)
3 = e.
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对于更高阶的例子
• • •

s1 s2 s3

我们有 G = S4, S4 是正四面体的对称群.

其中 s1 映射到通过 3, 4 和 1, 2 中点的反射平面, s2, s3 类似. 我们假设 v1, v2, v3 分别为其

法向量, 有 v1 //
−→
12, v2 //

−→
23 及 v3 //

−→
34, 从而有

∠(v1, v2) =
π

3
, ∠(v2, v3) =

π

3
, ∠(v1, v3) =

π

2
.

这恰好对应于 Coxeter 群中的关系 (s1s2)
3 = (s2s3)

3 = e 以及 (s1s3)
2 = e.

更高维的情形, 即 Sn, 我们也有类似的情况. 一般的 Coxeter 图思想也来源于此, 它考虑的
是 “反射生成的群”.

An 类型的图
• • • · · · •

s1 s2 s3 sn

对应于置换群 Sn+1.
考虑如下 Coxeter 图

s1 s2

s3

设其对应的 Coxeter 群 G, 取 H = 〈s1, s2〉. 用 Coxeter–Todd 算法, 我们发现 |G/H| 应该是无
穷!
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关于有限 Coxeter 群, 我们有如下分类结果: 其相应的 Coxeter 图只可能长成如下
• An (n ≥ 1)

• • · · · •

相应 Coxeter 群同构于置换群 Sn+1.
• BCn (n ≥ 2)

• • · · · •4

它是 n-正交形和 n-立方体的对称群.
• Dn (n ≥ 4)

• • · · · •

•

• E6
• • • • •

•

• E7
• • • • • •

•

• E8
• • • • • • •

•

• F4

• • • •4

它是正二十四胞体的对称群.
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• G2

• •6

它对应二面体群 D6, 或者说正六边形的对称群.
• H3

• • •5

它对应正十二面体和正二十面体的对称群.
• H4

• • • •5

它对应正一百二十胞体和正六百胞体的对称群.
• I2(n) (n 6= 3, 4, 6, n ≥ 5)

• •n

它对应二面体群 Dn, 或者说正 n 边形的对称群.

3.6 作业四

练习. Artin Chapter 7, 11.4

练习. Artin Chapter 7, 11.5

练习. Artin Chapter 7, 11.6 任选一个小问做即可.

练习. 证明 An, n ≥ 5 是单群.

练习. 证明映射 f : Sn → {±1}, 其中 f(σ) = (−1)l(σ) 是一个群同态, 并证明该群同态复合
Sn → GL(n,F) 的单嵌入就是行列式映射.

练习. 证明如下结论:
1. 将长度最长的 ω ∈ Sn 写做基础对换的乘积.
2. l(σ) = l(σ−1)

3. l(σ) + l(σω) =
(
n
2

)
以下题目中 Coxeter diagram 定义的群是指由结点 si 生成的群，满足如下关系

1. s2i = e

2. (sisj)
2 = e，如果 si, sj 之间没有连线

3. (sisj)
3 = e，如果 si, sj 之间有连线，且线上没有数字

4. (sisj)
m = e, 如果 si, sj 之间有连线，且线上有数字 m。

练习. 考虑二面体群 Dn, 证明这个群和以下 I2(n)-diagram 定义的 Coxeter 群同构。即群 Dn
∼=

〈s1, s2 | s21, s22, (s1s2)n〉.
n

s1 s2
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练习. 考虑正十二面体的对称群。证明这个群和以下 H3 diagram 定义出的 Coxeter 群同构。

5

s1 s2 s3

试找出对应的三个反射的法向量。

练习. (对 n = 3 是必做题，对一般 n 是选做题，可以不用写) Rn 中的超立方体定义为 2n 个点

(±1, · · · ,±1) 的凸包. 令 W (Bn) 是这个凸集的正交变换群.
1. W (Bn) 的阶是多少?
2. 将 W (Bn) 视作 S2n 的如下子群: 令 −[n] = {−1,−2,−3, · · · ,−n}. 那些 −[n] t [n] 满足

σ(−k) = −σ(k) 的变换组成的子群.
3. 证明 W (Bn) 由 sn = (1,−1) and si = (i, i+1)(−i,−i− 1) for 1 ≤ i ≤ n− 1 这 n 个阶为

2 的元素生成, 并且在表示 σ ∈W (Bn) 所需要最小的生成元的个数可以如下给出

#{(i, j) ∈ [n]× [n]|i < j, σ(i) > σ(j)}+ #{(i, j) ∈ [n]× [n]|i ≤ j, σ(−i) > σ(j)}

4. 证明生成元 si 满足 Bn 型图的 Coxeter 关系.

4

sn−1 sn−2 sn−3 s2 s1 sn

5. 证明由生成元 s1, . . . , sn 以及 Bn 型图中的关系给出的群同构于 W (Bn).

练习 (自由积与 Ping-Pong 引理).

定义 3.6.1 (自由积). 如果两个群 G 和 H 分别写成生成元和关系

G = 〈X | R〉, H = 〈Y | S〉,

则 G 和 H 的自由积定义为 G ? H = 〈X t Y | R t S〉. 或者也可定义为 G 和 H 中元素组成的

words, 在定义 words 的乘法时类似于自由群的定义一样，额外加入 G 和 H 中的乘法来消去相

邻两个来自同一个群的元素.
1. 证明 Ping-Pong 引理. 设 G 有两个阶数不全为 2 的子群 H1 和 H2, 且 H1 和 H2 生成

群 G. 假设 G 在集合 A 上有作用，且存在 A 的两个不相交的非空子集 A1 和 A2，使得

∀h1 ∈ H1\{e}, h1(A2) ⊂ A1, ∀h2 ∈ H2\{e}, h2(A1) ⊂ A2. 则 G 同构于 H1 ? H2.

2. 证明由矩阵 M1 =

[
1 2

0 1

]
和 M2 =

[
1 0

2 1

]
在 SL(2,R) 中生成的子群同构于两个生成元

的自由群. （提示：考虑 R2 中子集 {(x, y) | |x| < |y|} 以及 {(x, y) | |y| < |x|}）
3. 记 SL(2,Z) 为行列式为 1 的 2 阶整数矩阵在矩阵乘法下组成的群, 定义 PSL(2,Z) 为商

群 SL(2,Z)/±I. 考虑元素 M3 =

[
1 −1
1 0

]
和 M4 =

[
0 1

−1 0

]
来证明 PSL(2,Z) 同构于

C3 ?C2. (提示：考虑 PSL(2,Z) 在 R2 中所有过原点的直线的集合上的作用, 分成斜率小
于或等于零的部分以及其他。)

练习 (Affine Coxeter group, 选做题，可以不交). 定义 S̃n 如下. 考虑 V = {(x1 · · ·xn) ∈ Rn |∑
i xi = 0}. 则 VZ = V ∩Zn 在向量的加法下组成一个群. 对于 σ ∈ Sn 和 v = (v1, · · · , vn) ∈ VZ.

考虑 V 上由变换 T (x1, · · · , xn) = (xσ(1), · · · , xσ(n))+ v. 由这些变换在复合下组成的群记做 G.
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1. 证明形如 T (x1, · · · , xn) = (x1, · · · , xn) + v 的元素构成了 S̃n 的一个同构于 VZ 的正规子

群. 形如 T (x1, · · · , xn) = (xσ(1), · · · , xσ(n)) 的元素构成了 S̃n 的一个同构于 Sn 的子群.
证明 S̃n 同构于 VZ 和 Sn 的半直积.

2. 利用以上同构, 将 Sn 的生成元 s1, · · · , sn−1 作为 S̃n 中的元素，令 sn 为如下变换

sn(x1, · · · , xn) = (xn + 1, x2 · · · , x1 − 1). 证明 s1, · · · , sn 都是相对于某一仿射超平面
的反射（不一定过原点），且是 S̃n 的生成元. 利用法向量夹角找到这些反射之间的关系并
画出对应的 Coxeter diagram. 记对应的 Coxeter 群为 G.

3. 证明对题目中给出的元素 T 写作以上生成元的最小个数为

l(T ) =
∑

σ(i)<σ(j)

|vi − vj |+
∑

σ(i)>σ(j)

|vi − vj − 1|.

4. 考虑 n = 3 和 S̃3 在 V 上的作用. 证明 V 中有非平凡的稳定化子的点组成的集合是 V

上一些直线的并, 且这些直线的补集是不相交的等边三角形. 如果有两个三角形落在一条
直线的两边，则称这条直线将两个三角形分离. 取其中一个三角形 ∆, 证明 l(T ) 等于 ∆

与 T (∆) 之间分离的直线的数目.
5. 对比 S̃3 在这些三角形所在的集合上的作用，以及 Coxeter-Todd algorithm 得到的 G 在

G 上的左乘作用, 证明 G 与 S̃3 同构.
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第四章 单群

4.1 PSL(2, F ) 的单性

在这一节里 PSL(2, F ) 的单性, 其中域 F 满足 |F | ≥ 4.

命题 4.1.1.
C(GL(2, F )) = {λ I | λ ∈ F×}

C(SL(2, F )) = {± I}

在本节的最后, 我们将证明当 |F | ≥ 4 的时候, SL(2, F ) 的正规子群要么形如 C(SL(2, F )),
要么是 SL(2, F ), 从而证明 PSL(2, F ) 的单性. 为了证明我们的结果, 先介绍一些工具.

定义 4.1.2. 对于群 G, 其中 G 为 GL(2, F ) 或 SL(2, F ), 其形如

B =

(
∗ ∗
0 ∗

)

的子群被称为 G 的波雷尔子群 (Borel subgroup).

定义 4.1.3. 对于 GL(2, F ), 其外尔群 (Weyl group)是如下两个元素组成的子群

W = {

(
1 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)
} = {I, w0}

类似的, 对于 SL(2, F ), 其外尔群 (Weyl group)是如下两个元素组成的子群

W = {

(
1 0

0 1

)
,

(
0 1

−1 0

)
} = {I, w0}

注记. 对于波雷尔子群 B, 我们通常记 B := w0Bw
−1
0 , 经过计算不难发现其是形如

B =

(
∗ 0

∗ ∗

)

的子群.

命题 4.1.4. SL(2, F ) 的波雷尔子群 B 其所有共轭子群的交是 SL(2, F ) 的中心.

证明: 注意到

w0Bw
−1
0 ∩B = {

(
a 0

0 a−1

)
}
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并且 (
1 1

0 1

)(
a 0

0 a−1

)(
1 −1
0 1

)
=

(
a a−1 − a
0 a−1

)
∈ {

(
a 0

0 a−1

)
}

这意味着 a = a−1, 即 a = ±1.

命题 4.1.5 (Bruhat 分解). 对 GL(2, F ), 我们有如下分解:

GL(2, F ) =
∐
w∈W

BwB = B
∐

Bw0B

类似的, 对 GL(2, F ), 我们有如下分解

SL(2, F ) =
∐
w∈W

BwB = B
∐

Bw0B

证明: 这里我们对 GL(2, F ) 进行证明, SL(2, F ) 的情况类似. 任取 A ∈ GL(2, F ), 形如

A =

(
a b

c d

)

如果 c = 0，那么 A ∈ B, 这种情况是平凡的, 因此不妨假设 c 6= 0, 在这种情况下，我们只需要
寻找可逆的 A1, A2 ∈ B, 使得

A1

(
a b

c d

)
A2 =

(
0 1

1 0

)
即可. 然而我们知道左乘 (右乘) 一个可逆矩阵相当于是对其进行行 (列) 变换, 因此这实际上是
在通过行列变换将 A 中的 a, d 两项消去，这在 c 6= 0 的情况下显然是可以做到的.

推论 4.1.6. 对于群 G, 其中 G 为 GL(2, F ) 或 SL(2, F ), G 的波雷尔子群 B 是其极大子群.

证明: 任意 G 的子群 H 使得 B 真包含于 H, 那么存在 A ∈ H ∩ Bw0B, 即存在 A1, A2 ∈ B
使得 A = A1w0A2 ∈ H, 这意味着 w0 = A−1

1 AA−1
2 ∈ H. 根据 Bruhat 分解我们可以直接得到

G ⊆ H, 从而任何真包含 B 的子群都是 G 自身, 即 B 是 G 的极大子群.

下面再来考虑波雷尔子群的一类交换子群

U = {

(
1 a

0 1

)
| a ∈ F} ⊂ B

显然我们有 U ∼= (F,+), 群同构由下面的映射给出(
1 a

0 1

)
7→ a

命题 4.1.7. U 是 B 的正规子群.

证明: 留作作业.

命题 4.1.8. Bw0B = Bw0U , 且后一种写法唯一.
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证明: 存在性: 我们只需要在 Bruhat 分解证明过程中行列变换最后一步将非零元化为 1 的时只

进行行变换不进行列变换即可.
唯一性: 如果 A1w0A2 = A3w0A4, 其中 A1, A3 ∈ B,A2, A4 ∈ U , 那么有

w−1
0 A−1

3 A1w0 = A4A
−1
2

注意到左侧是一个下三角矩阵, 右侧是 U 中的元素, 即是主对角线全是 1 的上三角矩阵, 从而只
能是单位阵.

命题 4.1.9. SL(2, F ) 由如下元素生成

U = {

(
1 ∗
0 1

)
}, U = w0Uw

−1
0 = {

(
1 0

∗ 1

)
}

证明: 取 A =
(
a b
c d

)
∈ SL(2, F ). 我们分如下的一些情况考虑:

1. 假设 b 6= 0, 那么(
a b

c d

)
=

(
1 0

(d− 1)/b 1

)(
1 b

0 1

)(
1 0

(a− 1)/b 1

)
.

2. 假设 c 6= 0, 那么(
a b

c d

)
=

(
1 (a− 1)/c

0 1

)(
1 0

c 1

)(
1 (d− 1)/c

0 1

)

3. 如果 b = c = 0, 那么 A 实际上形如
(
a 0
0 1/a

)
, 那么(

a 0

0 1/a

)
=

(
1 0

(1− a)/a 1

)(
1 1

0 1

)(
1 0

a− 1 1

)(
1 −1/a
0 1

)
.

定义 4.1.10. 对于群 G, 其交换子 (commutator)是指由形如 aba−1b−1, a, b ∈ G 生成的子群, 被
记做 [G,G].

命题 4.1.11. 对于群 G 来说, [G,G] 是其正规子群.

证明: 注意到任取 a, b, g ∈ G, 我们有

g(aba−1b−1)g−1 = (gag−1)(gbg−1)(gag−1)−1(gbg−1)−1 ∈ [G,G]

命题 4.1.12. 任取群同态 ϕ : G → H, 如果 H 是交换群, 那么 ϕ 一定经过 G/[G,G], 即存在
ϕ̃ : G/[G,G]→ H 使得下图交换

G H

G/[G,G]

φ

π φ̃
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证明: 只需要证明 [G,G] ⊆ kerϕ, 直接验证即可.

以上所有的结果我们都没有用到 |F | ≥ 4, 从下面开始, 我们总是需要假设这个关键条件.

命题 4.1.13. 当 |F | ≥ 4 时, 我们有 SL(2, F ) = [SL(2, F ), SL(2, F )].

证明: 由于 SL(2, F ) 可以由 U,U 生成, 所以只需要验证 U ⊂ [SL(2, F ), SL(2, F )] 即可. 注意到(
a 0

0 a−1

)(
1 b

0 1

)(
a−1 0

0 a

)(
1 −b
0 1

)
=

(
1 b(a2 − 1)

0 1

)

由于 |F | ≥ 4, 那么一定存在 a 使得 a2 6= 1, 从而

U =

(
1 ∗
0 1

)
⊂ [SL(2, F ), SL(2, F )]

并且由于 [SL(2, F ), SL(2, F )] 是正规子群, 从而 U ∈ [SL(2, F ), SL(2, F )].

命题 4.1.14. 若 H 是 SL(2, F ) 的正规子群, 其中 |F | ≥ 4, 那么 H ⊂ {± I} 或 H = SL(2, F ).

证明: 在证明中, 我们用 G 来指代 SL(2, F ). 若 H 正规, 那么 HB = BH 是 G 的包含 B 的子

群, 而由于 B 是 G 的极大子群, 从而只有如下两种情况:
1. HB = B;
2. HB = G.
对于第一种情况, 我们可知 H ⊂ B, 并且由于 H 是正规子群, 那么 H 包含在 B 的所有共

轭子群的交中, 从而 H ⊆ {± I}.
对于第二种情况, 此时我们断言 HU = G. 如果断言成立, 那么有:

G/H ∼= HU/H

∼= U/H ∩ U

由于 U 是交换的,从而根据上面的同构可知 G/H 也是交换的,因此 G = [G,G] ⊂ H,即 G = H.
现在我们在第二种情况的假设下证明 HU = G: 由于 G 由 U,U 生成, 并且显然 U ⊂ HU ,

所以只需要证明 U ⊂ HU 即可. 由 HB = G, 我们有 w0 ∈ HB, 不妨记 w0 = hb, h ∈ H, b ∈ B,
那么

U = w0Uw
−1
0 = hbUb−1h−1 ⊂ HUH = HU

推论 4.1.15. 当 |F | ≥ 4 时, PSL(2, F ) 是单群.

注记. 在习题中我们将考虑 PSL(n, F ) 在 n ≥ 3 时的情况.
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4.2 作业五

定义 4.2.1. 令 G1 = G/C(G) 以及 Gn+1 = Gn/C(Gn), 群 G 被称为幂零群 (nilpotent group),
如果存在 m 使得 Gm 为平凡群.

练习. 证明如下结论:
1. 证明 p-群有非平凡的中心, 从而是幂零的.
2. 证明有限群是幂零的当且仅当它是其 sylow 子群的直积.
3. 证明如果 G 是幂零的, 那么 G 的子群与商群也是幂零的.
4. U 是域 F 上对角线是 1 的 n× n 上三角阵组成的群, 证明 U 是幂零的.
5. 证明有限群 G 是幂零的当且仅当它同构于 U 的某一个子群, 其中 U 的定义同上.
6. 证明如果 G 幂零并且 [G,G] = G, 则 G 是平凡群.

练习 (PSL(n,F) 的抛物子群). 令 n ≥ 3 以及 F 是一个域, 记 G = SL(n,F) 是所有行列式为 1
的矩阵.

1. 令 B 是 G 由上三角矩阵组成的子群, T 是 G 由对角矩阵组成的子群, N 是由每行每列
只有一个非零元素的矩阵构成的子群, 证明

(a) 当 |F| ≥ 3 的时候, T 是 N 的正规子群, 进而证明 N 是 T 的正规化子.

(b) G 由 B 和 N 生成.

2. 令 ei 是 Fn 中只有第 i 个分量为 1, 其他分量为 0 的列向量, 证明矩阵和向量的乘法诱
导了群 W = N/T 在集合 {span(e1), · · · , span(en)} 上的一个作用. 证明这个作用给出了
N/T 和 Sn 之间的一个同构 f .

3. 固定 w ∈ Sn, 取 w̃ ∈ N 是 f−1(w) 的一个代表元, 证明 w̃B, Bw̃ and Bw̃B 不依赖于 w̃

的选取, 从而我们用 BwB 记 Bw̃B. 证明如下分解:

G =
∐
w∈W

BwB.

4. π = {s1, · · · , sn−1} 是基本对换组成的集合, 证明 si 不在 B 的正规化子中, 并且 siBw ⊂
BwB tBsiwB.

5. Wπ 是 Sn 由 π 生成的子群, 证明

Pπ =
∐
w∈Wπ

BwB

是 G 的子群.
6. 证明 G 的任何一个包含 B 的子群 P 都是形如 Pπ 的形式, 我们称其为抛物子群.
7. 计算双曲子群的个数.

练习. 假设 n ≥ 3 以及符号承上题, 令 U 是由对角线全为 1 的上三角矩阵组成的 G 的子群, 证
明

1. 证明 G 的中心是

Z = {λI|λn = 1}.

2. G 可以有所有于 U 共轭的子群生成.
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3. G = [G,G].
4. 所有与 B 共轭的子群的交是 G 的中心.
5. 令 H 是 G 的正规子群, 则 H = Z 或 HU = G.
6. 令 H 是 G 的正规子群, 则要么 H = Z, 要么 H = G.
7. 证明 PSL(n,F) 在 n ≥ 3 时是单的.

练习.

定义 4.2.2. 令 V 是域 F 上的 n-维线性空间, 一个旗 (flag)是如下 V 的子空间的链

F : {0} = V0 ⊊ V1 ⊊ V2 ⊆ · · · ⊊ Vn = V

用 FL 记所有旗组成的集合.

定义 4.2.3. 令 G = GL(V ), 定义 G 在 FL 上的作用如下

g · F : {0} = V0 ⊂ g(V1) ⊂ g(V2) · · · ⊂ Vn = V

对于旗 F , F 在上述作用下的稳定化子被记做 B, 称为 G 的波雷尔子群 (borel subgroup).

固定一个旗 F 以及其波雷尔子群 B, 证明有如下群同态:

B → GL(Vn/Vn−1)×GL(Vn−1/Vn−2) · · · ×GL(V1/V0).

如果我们用 U 记如上群同态的核, 证明:
1. G 在 FL 上的作用是传递的, 因此不同的波雷尔子群之间是共轭的.
2. 将 G 在 FL 的作用限制到 B 上, 证明 B-轨道与 Sn 之间存在一一对应, 并且对于每个对
应到 w ∈ Sn 的轨道, 找到一个到 Fl(ω) 的双射.

3. 证明 B 是 U 在 G 中的正规化子.
4. 证明 U 是幂零群.
5. U 是 B 的导出子群吗?
6. 定义偏旗是如下子空间的链

F : {0} = V0 ⊊ V1 ⊊ V2 · · · ⊊ Vm = V.

说明偏旗与抛物子群的关系.

练习. 令 F 是一个域, 计算 GL(n,F) 的导出子群.
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第二部分

交换环论
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第五章 环与理想

5.1 环的定义与例子

定义 5.1.1. 一个环 (ring), 是一个集合 R 有如下两种运算:
1. 加法运算 ” + ”, 使得 R 构成一个阿贝尔群 (R,+), 其中的单位元被记做 0;
2. 乘法运算 ”× ”, 使得 R 构成一个幺半群, 即对于乘法运算存在单位元 1 以及满足结合律;
3. 乘法与加法运算之间存在分配律.

注记. 更严格的来说, 我们这里定义的是含有单位元的环, 这与一些教材上对环的定义不一样.

定义 5.1.2. 一个交换环 (communicative ring), 是指一个乘法运算交换的环.

注记. 在此之后, 当我们提及环时, 总指的是交换环.

例子. 一些交换环的例子:
� (Z,+,×, 0, 1);
� (Q,+,×, 0, 1);
� 零环 R = {0}, 即只有一个元素组成的环.

命题 5.1.3. 在环 R 中, 有 0× a = 0 对任意 a ∈ R 成立.

证明: 首先由于 0 + 0 = 0, 那么任取 a ∈ A, 根据分配律可知

0× a = (0 + 0)× a

= 0× a+ 0× a

两侧同时加上 −(0× a), 则有
0 = 0× a

命题 5.1.4. 如果在环 R 中满足 1 = 0, 那么 R 是零环.

证明: 任取 a ∈ R, 则 a = 1× a = 0× a = 0, 即 R 是零环.

定义 5.1.5. 一个环 R 中的元素 a 被称为单位 (unit), 如果 a 存在一个乘法逆 b, 即存在 b ∈ R
使得 ab = ba = 1.

注记. 与处理群中的逆元类似, 不难证明一个元素 a 如果存在逆那么其逆一定唯一, 我们通常记
做 a−1.

45



定义 5.1.6. 给定一个环 R, 其上的一个形式多项式 (formal polynomial), 是形如下式的元素

f(x) := anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0, an 6= 0, ai ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . , n

其中 x 被称为单项式 (monomial), n 被称作多项式的次数, 记做 deg f . 两个形式多项式

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0

g(x) = bmx
m + bm−1x

m−1 + · · ·+ b0

当且仅当 m = n, ai = bi 对任意的 i 成立.

定义 5.1.7. 给定一个环 R, 其上的多项式环 (polynomial ring)定义为

R[x] := {f(x) | f(x)是 R 上的形式多项式}

其中给定 f, g ∈ R[x], 加法乘法运算如下给出:
1. f + g(x) := (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ . . . ;
2. fg(x) := a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ (a1b1 + a2b0 + a0b2)x

2 + . . . .

练习. 验证 R[x] 构成了一个环.

注记. 如果在构造多项式环时取环 R′ = R[x], 其中 R 是一个环, 那么我们可以定义 R 上的二元

多项式环 R[x, y] 为 R[x][y].

定义 5.1.8. 给定 f(x), g(x) ∈ R[x], 如果存在 q(x), r(x) ∈ R[x] 使得

g(x) = f(x)q(x) + r(x)

其中 deg r < deg f , 那么我们称 f(x) 带余式 r(x) 除 g(x), 这个过程被称为带余除法 (division
with remainder)

命题 5.1.9. 带余除法总可以进行, 只要除式 f(x) 的首项 an 是 R 中的单位.

定义 5.1.10. 对于环 R, 如果 R\{0} 都是 R 中的单位, 那么 R 被称为一个域 (field).

例子. 一些域的例子:
� Q;
� R;
� C;
� Z/pZ, 其中 p 是素数.

定义 5.1.11. 环 R 的一个子环 (subring)指的是 R 的一个子集 R′, 满足对加、减、乘运算封闭,
并且环 R 的 0, 1 在 R′ 中.
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5.2 环同态与理想

定义 5.2.1. 给定两个环 R1, R2, 一个映射 f : R1 → R2 被称为环同态 (ring homomorphism),
如果

1. f 保持加法乘法运算;
2. f(1) = 1.

注记. 注意, f 保持加法运算我们则一定有 f(0) = 0, 但是保持乘法运算不一定有 f(1) = 1(为什
么？), 因此我们需要在第二条中要求这件事情.

例子. 对于多项式环 R[x], 我们定义其上的赋值映射 (evaluation map)为

es : R[x]→ R

p(x) 7→ p(s)

其中 s ∈ R.

命题 5.2.2 (替换准则 (substitution principle)). 给定环同态 f : R1 → R2, 任取 α ∈ R2, 存在
唯一的环同态

Φ : R1[x]→ R2

使得 Φ(x) = α 以及 Φ|R1 = f . 更一般地, 任取 α1, α2, . . . , αn ∈ R2, 存在唯一的环同态
Φ : R1[x1, x2, . . . , xn]→ R2, 使得 Φ(xi) = αi 以及 Φ|R1 = f

证明: 考虑如下的 Φ 即可

Φ : R1[x]→ R2

anx
n + · · ·+ a0 7→ f(an)α

n + · · ·+ f(a0)

定义 5.2.3. 一个环同态 f 被称为环同构 (ring isomorphism), 如果其作为映射是双射.

定义 5.2.4. 给定环同态 f : R1 → R2, 映射的核 (kernel)被定义为

ker(f) = {a ∈ R1 | f(a) = 0R2}

命题 5.2.5. 对于环同态 f : R1 → R2 的核 ker(f), 我们有如下性质:
1. ker(f) 对加法构成子群;
2. 任取 s ∈ ker(f), r ∈ R1, 有 rs ∈ ker(f);
3. 如果 f 是环同构, 那么 ker(f) = {0R1}
4. 如果 1R1 ∈ ker(f), 那么 ker(f) = R1.

证明: 显然.

注记. 上述命题表示 1 不一定在环同态 f 的核中, 即一般来说环同态的核不是子环, 这与我们在
群的时候情况并不一样.
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将环同态核的性质抽象出来, 我们如下的定义理想.

定义 5.2.6. 环 R 的一个子集 I 被称为 R 的理想 (ideal), 如果
1. 对于加法 I 构成子群;
2. 任取 s ∈ I, r ∈ R, 有 rs ∈ I.

例子. 对于环 R 来说, 其存在两个平凡理想:R 本身与 {0}, 其他的理想被称为非平凡理想.

例子. 对环同态 f : R1 → R2 来说, ker(f) 是 R1 的理想.

定义 5.2.7. 环 R 的一个理想 I 被称为主理想 (principal ideal), 如果存在 s ∈ R, 使得

I = (s) := {rs | r ∈ R}

定义 5.2.8. 环 R 的一个理想 I 被称为有限生成理想 (finitely generated ideal), 如果存在
s1, s2, . . . , sr ∈ R, 使得

I = (s1, . . . , sr) := {
r∑
i=1

risi | ri ∈ R}

命题 5.2.9. 给定一个环 R 以及一个理想 I, 在集合 R/I 上存在唯一的环结构, 使得如下映射
是环同态:

π : R→ R/I

a 7→ a+ I

我们称 R/I 是一个商环 (quotient ring).

证明: 首先如果只考虑 R 以及 I 上的加法结构, 显然 R/I 构成了一个商群, 因此我们只需要去
定义 R/I 上的乘法结构即可. 注意到如果想要 π 是一个环同态, 我们只能如下定义我们的乘法
结构: 任取 a+ I, b+ I ∈ R/I,

(a+ I)(b+ I) := ab+ I

此时我们需要验证我们的定义不依赖于代表元的选取, 即如果

a1 + I = a2 + I

b1 + I = b2 + I

那么一定有

a1b1 + I = a2b2 + I

根据理想的定义, 我们有
(a1 − a2)b1 ∈ I

a2(b1 − b2) ∈ I

上面两式相加即有 a1b1 − a2b2 ∈ I, 即我们的乘法运算是良好定义的.

定理 5.2.10 (第一同构定理). 如果 f : R1 → R2 是满的环同态, 那么 R1/I ∼= R2, 其中 I 是 f

的核.
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命题 5.2.11. 给定环同态 f : R1 → R2以及 R1的一个理想 I,我们记K = ker(f), π : R→ R/I,
那么:

1. 如果 I ⊂ K, 那么存在唯一的映射 f̃ : R := R1/I → R2, 使得 f̃ ◦ π = f .
2. I = K 当且仅当上述映射 f̃ 是一个同构.

例子. 考虑赋值映射 e2 : Q[x]→ Q, 定义为 e2(p(x)) = p(2), p(x) ∈ Q[x]. 显然 (x−2) ∈ ker(e2),
并且根据带余除法我们可知 Q[x]/(x − 2) ∼= Q, 从而由上述命题可知 ker(e2) = (x − 2) 是一个

主理想.

定理 5.2.12 (对应定理). 给定满的环同态 f : R1 → R2, 并记 K = ker(f), 那么我们有如下的
一一对应:

{R1中包含 K 的理想} 1−1⇐⇒ {R2中的理想}

并且一一对应如下给出:
1. 如果 K ⊂ I, 那么其对应到 R2 中的理想 f(I);
2. 如果 Ĩ 是 R2 中的理想, 那么 f−1(Ĩ) 是 R1 中包含 K 的理想.

5.3 一些理想的例子

例子. Z 中所有的理想都是形如 I = (a), a ∈ Z 的主理想. 假设 I 是 Z 的一个理想, 我们选取 I

中有最小非零绝对值的元素 a, 那么任取 b ∈ I, 我们用 a 去对 b 做带余除法得到

b = am+ r

其中 |r| < a, 然而由于 b, am ∈ I, 从而 r ∈ I, 根据我们对 a 的选取有 r = 0, 从而 I = (a).

注记. 值得注意的是, 这里的证明成立只依赖于带余除法在 Z 中成立这个事实, 因此在一个环中
只要带余除法成立, 其所有的理想就一定是主理想.

例子. C[x] 中的所有的理想都是形如 I = (f(x)) 的主理想, 其中 f(x) ∈ C[x]. 并且 (f1(x)) =

(f2(x)) 当且仅当存在 g(x), h(x) ∈ C[x] 使得f1(x) = f2(x)g(x)

f2(x) = f1(x)h(x)

从上式我们可以看出 g(x), h(x) 实际上是非零的零次多项式. 因此 C[x] 中所有不同的理想都形
如 (f(x)), 其中 f(x) 是首一多项式.

例子. 根据对应定理, Z/nZ 的所有理想一一对应于 Z 中包含 (n) 的理想, 而 Z 的一个理想 (a)

包含 (n) 当且仅当 a | n, 从而我们也分类了 Z/nZ 的所有理想.

例子. 考虑如下环同态:
ϕ : C[x, y]→ C[t]

x 7→ t

y 7→ t2
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并且 ϕ|C 是恒同映射. 下面我们来确定由这个映射的核决定的理想 kerϕ. 首先我们注意到
y − x2 ∈ kerϕ, 下面我们断言

kerϕ = (y − x2)

任取 g(x, y) ∈ C[x, y], 将其视作 C[x][y] 中的元素, 用 y − x2 去对其做带余除法我们有11

g(x, y) = (y − x2)q(x, y) + r(x, y)

其中 r(x, y) 视作 C[x][y] 中元素的次数小于一, 这意味着 r(x, y) = r(x). 假设 g(x, y) ∈ kerϕ,
那么做带余除法之后得到的余式 r(x) 也在 kerϕ 中, 并且由于 r(x) 只和 x 有关, 从而这意味着
ϕ(r(x)) = ϕ(t) = 0, 即 r = 0, 从而 g(x, y) = (y − x2)q(x, y), 这就证明了我们的断言.

注记. 根据对应定理, 我们可以直接看出 C[x, y] 中包含 (y − x2) 的所有不同理想都形如 (y −
x2, f(x)), 其中 f(x) 是 C[x] 中的首一多项式. 之后我们会考虑 C[x, y] 中所有的理想的样子.

命题 5.3.1. 给定环 R 以及 a, b ∈ R, π 为典范的商映射, 那么有

R/(a, b) ∼= {R/(a)}/(π(b))
∼= {R/(b)}/(π(a))

注记. 给定环 R 的一个理想 I, 上述命题有时可以给出确定商环 R/I 结构的一个好办法.

定义 5.3.2. 高斯整数环 (Gauss integer ring)Z[i] 定义为

Z[i] := {a+ bi | a, b ∈ Z}

其中 i 是纯虚数.

例子. 不难发现 (i− 2) 是 Z[i] 的一个理想, 下面我们来尝试说明 Z[i]/(i− 2) 的结构. 首先我们
断言

Z[i] ∼= Z[x]/(x2 + 1)

这个同构由如下的环同态给出
ϕ : Z[x]→ C

x 7→ i

并且 ϕ|C 是恒同. 因此

Z[i]/(i− 2) ∼= Z[x]/(x2 + 1, x− 2)

∼= {Z[x]/(x− 2)}/(x2 + 1 + (x− 2))

∼= Z/(22 + 1)

∼= Z/5Z
1这是可以进行的, 因为将 y − x2 视作 C[x][y] 中的元素, 其首项系数在 C[x] 中是单位.
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5.4 添加元素

下面我们来考虑一种比较有趣的构造, 即如何在一个环 R 中“添加” 新的元素. 特别地，考
虑一个由 R 上多项式决定的方程, 其在 R 上没有根, 如何向 R 中添加新的元素, 使得这个在更
大的环中这个这个方程存在根.

例子. 给定域 R 上的一个多项式 x2 + 1, 容易发现 x2 + 1 = 0 在 R 中没有根, 我们该如何去寻
找一个更大的环 R, 使得 R 自然地嵌入在 R 中, 并且使得 x2 + 1 = 0 在 R 中有根呢？显然 C
是我们的一个选择, 但是我们采取如下更一般的构造: 考虑如下自然的嵌入

R ↪→ R[x]/(x2 + 1)

那么显然 x2 + 1 = 0 在 R[x]/(x2 + 1) 中存在根, 因为 x := x + (x2 + 1) ∈ R[x]/(x2 + 1) 满足

(x)2 + 1 = 0 ∈ R[x]/(x2 + 1). 实际上, 利用带余除法我们可以给出 R[x]/(x2 + 1) 的更加显式的

表达:
R[x]/(x2 + 1) = {a+ bx | a, b ∈ R}

利用这种观点, 可以发现实际上我们构造的 R[x]/(x2 + 1) 就是 C = {a+ bi | a, b ∈ C}.

例子. 类似的, 考虑二元域 F2 以及其上的多项式 x2 + x + 1, 我们可以构造 F2[x]/(x
2 + x + 1)

使得 x2 + x+ 1 = 0 在其中存在根, 并且给出如下具体的表达

{0, 1, x, x+ 1}

并且不难发现 F2[x]/(x
2 + x+ 1) 构成了一个四个元素的域.

例子. 实际上, 给定一般的环 R 以及其上的首一多项式 f(x), 我们都可以仿照上述的办法去
找到一个更大的环 R′ 使得 R 自然地嵌到 R′ 中, 并且 f(x) 在 R′ 中存在一个根, 即考虑
R′ = R[x]/(f(x)), 不难发现 x := x+ (f(x)) ∈ R′ 满足 f(x) = 0 ∈ R′. 同样利用带余除法22, 对
于 R′ 我们有如下的一组 R 基33:

1, x, x2, . . . , xn−1

其中 n = deg f .

注记. 如果 f(x) 不是首一的, 我们通常得不到什么好的结果, 比如考虑一个糟糕的例子: 在
R = Z/6Z 中考虑 3x− 1, 你无法在 R[x]/(3x− 1) 中找到 3x− 1 = 0 的根.

一般来说, 我们通过上述操作得到的 R[x]/(f(x)) 不一定是一个域, 那么对于一个环 R 来

说, 什么时候商环 R/I 会是一个域呢？我们实际上有如下的判据:

命题 5.4.1. F 是域当且仅当 F 只有两个理想, 即 (0) 和 F 本身.

证明: 首先, 如果 I 是 F 的一个非零理想, 那么任取 a ∈ I, 我们有 1 = aa−1 ∈ I, 即 I = F . 另
一方面, 任取 a ∈ F, a 6= 0, 考虑 (a) ⊆ F , 由于 F 只有两个理想, 且 (a) 6= 0, 那么 (a) = F , 从
而存在 b ∈ F 使得 ab = 1, 即 a 可逆.

2这里要求 f 是首一的, 目的是为了能够进行带余除法.
3之后在学习模论的时候我们会更严格地定义这件事情, 在这里你可以仿照线性空间的基去理解, 即任取 x ∈ R′,

存在唯一的表达式 x = a1 + a2x+ · · ·+ an−1x
n−1, 其中 ai ∈ R, i = 1, 2, . . . , n− 1.
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利用上面的判据, 以及在本节最初关于理想的刻画, 我们可以直接看出:

例子. Z/pZ 是域, 其中 p 是素数.

例子. R[x]/(x2 + 1) 是域.

5.5 极大理想

定义 5.5.1. 环 R 的一个真理想 I 被称为极大理想 (maximal ideal), 如果任何包含 I 的理想都

是 R.

为了说明极大理想总是存在的,我们需要 Zorn引理,而为了陈述这个技术性的引理,我们需
要引入偏序集这个概念.

定义 5.5.2. 给定一个集合 S, 其上的一个偏序 (partial order)是一个关系 R ⊆ S × S, 如果
(a, b) ∈ R, 我们记作 a ≤ b, 并且 R 满足

1. a ≤ a;
2. 如果 a ≤ b 并且 b ≤ a, 那么 a = b;
3. 如果 a ≤ b 并且 b ≤ c, 那么 a ≤ c.

带有偏序关系的一个集合被称为偏序集 (partially ordered set).

定义 5.5.3. 偏序集 S 的一个子集 C 被称为一个链 (chain), 如果任取 a, b ∈ C, 我们有 a ≤ b 或
者 b ≤ a.

定义 5.5.4. 偏序集 S 的一个链 C 称为有上界, 如果存在 c ∈ S 使得任意 a ∈ C 都有 a ≤ c

引理 5.5.5 (Zorn 引理). 如果偏序集 S 的每一条链都有上界, 那么 S 存在至少一个极大元.

命题 5.5.6. 对于环 R 来说, 极大理想总是存在的.

证明: 考虑集合 S 是由环 R 所有真理想组成的集合, 显然 S 非空, 并且包含关系是 S 上的一个

偏序关系. 为了证明极大理想的存在性, 根据 Zorn 引理只需要对每一条由真理想组成的链, 其
都存在上界即可. 给定链 C = {Ii}i∈I , 考虑 Ĩ =

⋃
i∈I Ii, 我们有如下事实:

1. Ĩ 是一个理想;
2. Ĩ 6= R, 这是因为 1 6∈ Ĩ, 以及一个理想 I = R 当且仅当 1 ∈ I.

从而 Ĩ 是 C 的一个上界, 从而根据 Zorn 引理可知极大理想存在.

命题 5.5.7. I 是 R 的极大理想当且仅当 R/I 是域.

例子. 对于任意 a ∈ C, 我们有 (x− a) ⊆ C[x] 是一个极大理想. 这个事实可以通过考虑如下映
射来得到

ea : C[x]→ C

p(t) 7→ p(a)

实际上你不难验证 C[x] 的所有极大理想都是形如 (x − a), a ∈ C 的样子, 即在集合上有如下的
一一对应:

{C[x]的所有极大理想} 1−1⇐⇒ C
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例子. 考虑实值连续函数环 R = C((a, b),R), 其中 (a, b) 是开区间, 不难发现任取 a ∈ R, 如下
集合构成了 R 的一个极大理想

Ia = {f ∈ R | f(a) = 0}

问题 5.5.8. C((a, b),R) 的所有极大理想都是形如 Ia 的样子吗？如果换成闭区间 [a, b] 呢？

例子. 更一般的, 我们有如下的一一对应

{C[x, y]的所有极大理想} 1−1⇐⇒ C2

这是一个更加困难的事实, 被称为希尔伯特零点定理 (Hilbert’s Nullstellensatz)44. 如果承认这个
事实, 回顾我们之前的一个例子, 环同态

ϕ : C[x, y]→ C[t]

x 7→ t

y 7→ t2

给出了同构 C[x, y]/(x− y2) ∼= C[t], 从而有如下的一一对应

{C[x, y]/(x− y2)的所有极大理想} 1−1⇐⇒ {C[t]的所有极大理想}

并且根据对应我们知道 C[t] 的极大理想 (t − a) 会对应到 C[x, y]/(x − y2) 中的极大理想 (x −
a, y − a2), 从而 C[x, y]/(x − y2) 的极大理想与 C2 中的一条抛物线上的点一一对应. 这意味着
去研究 C2 中的一条曲线与研究 C[x, y]/(x − y2) 的极大理想在某些程度上是一样的, 这也是代
数几何的最初的想法.

5.6 作业六

练习. 对任意环 R, 证明存在唯一的环同态 φ : Z→ R, 假设 φ = (m),m 6= 0, 则 m 被称作是环

的特征. 证明整环的特征一定是素数, 并且证明有限域中元素的个数一定是其特征的幂次.

练习 (形式幂级数). 令 F 是一个域, F [[x]] 是形式幂级数 f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · · , ai ∈ F

组成的集合, 其上的环结构的定义与多项式环的类似.
1. 证明 F [[x]] 是一个欧几里德整环, 其中对于 f ∈ F [[x]], σ(f) = i 是使得 ai 6= 0 的最小的

xi 的次数.
2. 找出 F [[x]] 的单位.
3. 找出 F [[x]] 的所有理想.
4. 令 F ((x)) 是全体洛朗级数 f(x) =

∑
i≥n aix

i, ai ∈ F 组成的集合, 其上也有类似定义的的
环结构. 证明 F ((x)) 是一个域.

练习. Artin Chapter 11, 3.8

练习. Artin Chapter 11, 3.9
4对于希尔伯特零点定理的证明, 将会在下学期给出证明.
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练习 (分式域). 令 R 是一个整环, 考虑集合 X = {(a, b) | a, b ∈ R, b 6= 0}, 定义 X 上的关系为

(a, b) ∼ (c, d) 当且仅当 ad = bc.
1. 证明这是一个等价关系.
2. 用 a/b 来记 (a, b) 所在的等价类, 称其为分式, 全体分式的集合记做 Frac(R), 并且存在一
个自然的映射 f : R→ Frac(R), 定义为 a 7→ a/1. 在 Frac(R) 上定义一个域结构, 并且证
明 f 是一个单的环同态. 此时 Frac(R) 称为 R 的分式域.

3. 证明如果有一个单的环同态 R→ F , 其中 F 是一个域, 那么这个同态一定经过 Frac(R).
4. 令 F 是一个域, 证明 Frac(F [[x]]) 同构于 F ((x)).

练习. Artin Chapter 11, 4.3

练习. 分类 R[x] 的所有极大理想与素理想.

练习. 证明 Z[ω] 是欧几里德整环, 其中 ω = e
2π

√
−1

3 .

练习. 证明 Z[
√
−2] 是欧几里德整环.

练习. 证明 C[x, y] 不是主理想整环.

练习. 令 R,R′ 是环, 在积 R × R′ 上存在环结构, 定义为 (a, a′) + (b, b′) = (a + b, a′ + b′) 以及

(a, a′)(b, b′) = (ab, a′b′). 这被称为 R 和 R′ 的环的乘积.
1. R×R′ 的单位元是什么?
2. 环 S 的一个元素 e 被称为幂等元, 如果 e2 = e. 证明对于幂等元 e, 主理想 (e) 本身是一

个环, 其单位元为 e.
3. 如果 e 是一个幂等元, 则 1− e 也是.
4. 证明 (1, 0) 是一个幂等元.
5. 如果 e 是环 S 的一个幂等元, 证明 S 同构于 (e)× (1− e)
6. 证明 R×R′ 素理想组成的集合与 R 素理想与 R′ 素理想无交并组成的集合之间有一一对

应.

练习. Artin, Chapter 11, 6.8

练习. Artin Chapter 11, 5.1

练习. 利用希尔伯特零点定理去分类 C[x, y]/(xy) 的所有极大理想.

练习. (
√
−3 + 2) 是否是 Z[

√
−3] 的极大理想? 为什么?

练习. Artin Chapter 11, 8.3

练习. Artin Chapter 11, 9.13

练习. 令 X 记闭区间 [0, 1], R 是其上实值连续函数环.
1. 令 f1, . . . , fn 是 X 上没有公共零点的连续函数, 证明这些函数生成的理想是整个环 R.
2. 建立起 R 的极大理想与 X 上点的一一对应.
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第六章 整环

6.1 整环与素理想

定义 6.1.1. 环 R 被称为整环 (domain), 如果对于任意 a, b ∈ R 满足 ab = 0, 那么 a 和 b 中至

少有一个为 0.

定义 6.1.2. 环 R 的理想 I 被称为素理想 (prime ideal), 如果对任意 a, b 6= I, 一定有 ab 6= I.

命题 6.1.3. 对于环 R 的理想 I, R/I 是整环当且仅当 I 是素理想.

证明: 根据定义直接验证.

命题 6.1.4. 极大理想一定是素理想

证明: 注意到域一定是整环.

当环 R 是整环时, 我们有着相对良好的分解性质, 并且有些时候这种分解是非常重要的, 例
如下面的例子.

例子.
√
2 是无理数: 假设

√
2 不是无理数, 那么存在互素整数 p, q 使得

√
2q = p, 即 2q2 = p2.

由于 p, q 互素从而根据整数的唯一分解性质有 2 | p, 不妨假设 p = 2m, 从而有 q2 = 2m2, 即
2 | q, 进而 2 | gcd(p, q) = 1, 矛盾.

因此在本节接下来的内容中我们主要研究这件性质. 为了后续的需要, 我们来固定一些术语
以及列出一些简单的事实, 其中涉及到的所有的元素都是在整环 R 中的:

1. u 是单位当且仅当 (u) = R;
2. a 整除 b11当且仅当 (b) ⊆ (a);
3. a 是 b 的真因子22当且仅当 (b) ⊊ (a) ⊊ R;
4. a 和 b 相伴33当且仅当 (a) = (b);
5. a 6= 0, a 不可约44当且仅当 (a) ⊆ R 并且不存在主理想 (c) 使得 (a) ⊊ (c) ⊊ R;
6. p 是素元55当且仅当 (p) 是素理想.
1即存在 c 使得 b = ac
2即 a 不是单位, 并且存在非单位的 c 使得 b = ac
3即存在某些单位 c 使得 a = bc
4即 a 不是单位并且 a 没有真因子
5p 如果整除 ab, 那么 p 整除 a 或 p 整除 b
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6.2 主理想整环与欧几里德整环

定义 6.2.1. 整环 R 被称为主理想整环 (principal ideal domain), 如果 R 的每一个理想都是主

理想.

定义 6.2.2. 整环 R 被称为欧几里得整环 (Euclidean domain), 如果存在函数 σ : R\{0} → Z≥0

使得任取 a, b ∈ R, b 6= 0, 存在 q, r ∈ R 使得

a = bq + r

如果 r 6= 0, 则有 σ(r) < σ(b).

命题 6.2.3. 欧几里得整环是主理想整环.

例子. Z[i] 是欧几里得环, 其中 σ(a + bi) = |a + bi|2. 考虑 z1 = a + bi, z2 = c + di, 其中
a 6= 0, b 6= 0. 如果想要写成

z2 = z1q + r, r 6= 0

的形式, 并且满足 σ(r) < σ(z2), 我们可以感觉到应该选 q 尽可能的接近 z1/z2. 我们先如下计
算

z1
z2

= (c+ di)
a− bi
a2 + b2

= m+ ni, m, n ∈ Q

选取 m0, n0 ∈ Z 使得 |m−m0| ≤ 1
2

|n− n0| ≤ 1
2

我们记 q = m0 + n0i, 那么
q − z2

z1
= (m0 −m) + (n0 − n)i

并且满足

|q − z2
z1
|2 = (m0 −m)2 + (n− n0)2 ≤

1

4
+

1

4
=

1

2
< 1

因此

|r|2 = |z2 − qz1|2 = |z1(
z2
z1
− q)|2 < |z1|2

从而 z2 = qz1 + r 满足 σ(r) < σ(z1).

6.3 唯一分解整环

给定整环 R, 以及非单位 a ∈ R\{0}, 如果 a 不是不可约的, 那么 a 可以写成 a = a1a2, 其
中 a1, a2 都不是单位. 如果 a1, a2 中存在不是不可约的, 那么对其再进行类似的分解. 我们重复
上述操作, 如果在有限次操作停止, 即得到的所有因子都是不可约的, 那么我们将 a 写成如下形

式

a = a1 . . . an
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其中 a1, . . . , an是 R中的不可约的元素. 此时我们称对 a的分解终止 (factorization terminates),
并称 a1 . . . an 是 a 的一个不可约分解. 如果 a 有两个不可约分解

a = p1 . . . pm

= q1 . . . qn

这两个不可约分解被称为相同的, 如果 m = n, 并且经过合适的顺序排列之后有 (pi) = (qi).

例子. 在高斯整数环 Z[i] 中, 对 5 有如下分解

5 = (1 + 2i)(1− 2i)

= (2 + i)(2− i)

但是这两个分解是相同的, 因为 (1 + 2i)i = (i− 2), 以及 i 是 Z[i] 的单位.

定义 6.3.1. 整环 R 被称为唯一分解整环 (unique factorization ring), 如果任取非单位 a ∈
R\{0}, 如果对 a 的分解终止, 并且得到的任何两个不可约分解是相同的.

引理 6.3.2. 在整环 R 中, 任何素元都是不可约元.

证明: 回忆:
1. p 是素元, 如果 p | ab 可以推出 p | a 或 p | b.
2. p 是不可约元, 如果 p = ab 意味着 a 或 b 中一定有一个是单位.

下面我们来证明在整环中素元都是不可约元: 假设 p 是素元, 并且 p = ab, 那么不妨假设 p | a,
即 a = pc, 从而 p = pcb, 这意味着 bc = 1(这里用到了整环的性质), 从而 b 是单位, 即 p 是不可

约元.

引理 6.3.3. 在主理想整环 R 中, 任何不可约元都是素元

证明: 假设 p 不可约的, 从而不存在主理想 (c) 使得

(p) ⊊ (c) ⊊ (1)

由于 R 是主理想整环, 从而 (p) 是极大理想, 进而 (p) 是一个素理想, 这意味着 p 是素元.

引理 6.3.4. 给定整环 R, 以及如下两条等价:
1. 对任意非单位 a ∈ R\{0} 的分解终止;
2. R 不存在无穷严格上升的主理想链

(a1) ⊊ (a2) ⊊ . . .

证明: 对非单位 a1 ∈ R\{0} 进行不可约分解

a1 = a2b2

= a2a3b3

= a2a3a4 . . .

我们可以得到一个严格上升的主理想链

(a1) ⊊ (a2) ⊊ (a3) ⊊ . . .

从这里可以观察出 (1) 与 (2) 的等价性.
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命题 6.3.5. 给定整环 R,
1. 如果在 R 中对任何元素的分解都终止, 那么 R 是唯一分解整环当且仅当每个不可约元都

是素元;
2. 主理想整环是唯一分解整环.

证明: (1). 我们先假设每个不可约元都是素元: 任取非单位 a ∈ R\{0}, 有如下两个不可约分解

a = p1 . . . pm

= q1 . . . qn

那么 p1 是素元, 并且 p1 | q1 . . . qn, 从而 p1 | qi, 1 ≤ i ≤ n, 然而 qi 是不可约的, 从而 p1 和 qi 是

相伴的. 经过合适的顺序调整以及系数条件, 我们不妨假设 p1 = q1, 从而有

q2 . . . qn = p2 . . . pm

利用归纳法即可证明 m = n 并且这两个分解是相同的, 从而 R 是唯一分解整环. 另一方面, 我
们假设 R 是唯一分解整环, 取 a 是一个不可约元, 假设 a | bc, 不妨写作 ad = bc, 对 b, c, d 进行

唯一分解, 即
b = p1 . . . pm

c = q1 . . . qn

d = r1 . . . rs

那么由于唯一分解性, a 一定相伴于某个 pi 或者 qj , 即 a | b 或 a | c.
(2). 由于在主理想整环中所有不可约元都是素元, 从而只需要证明任取非单位 a ∈ R\{0},

对 a 的分解终止即可, 根据之前的引理可知只需要证明任何严格包含的主理想链都会稳定即可,
考虑

(a1) ⊊ (a2) ⊊ (a3) ⊊ . . .

考虑 I =
⋃∞
i=1(ai), 由于 R 是主理想整环从而 I = (aj) 对某个 j 成立, 这意味着严格升链是有

限长的.

例子. 高斯整数环 Z[i] 是欧几里得整环, 从而是主理想整环, 从而是唯一分解整环.

例子. Z[
√
−5] 不是唯一分解整环: 考虑 6 我们有如下分解

6 = 2× 3

= (1 +
√
−5)(1−

√
−5)

定义 6.3.6. 给定整环 R 以及 a, b ∈ R, 如果存在 d ∈ R, d | a, d | b 满足对任意 c | a, c | b 有
c | d, 那么称 d 是 a, b 的最大公因数, 记做 gcd(a, b).

注记. 在一般的整环 R 中最大公因数不一定存在, 但是在唯一分解整环中最大公因数总是存在
的: 将 a, b 做唯一分解

a = pr11 . . . prss

b = pt11 . . . p
ts
s

其中 ri, tj ≥ 0. 不难发现最大公因子 d 为 d = p
min{r1,t1}
1 . . . p

min{rs,ts}
s .
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我们来考虑多项式版本的费马大定理:

命题 6.3.7. 假设 f(x), g(x), h(x) ∈ C[x], 则当 n ≥ 3 时

fn + gn = hn

不存在解满足 deg f ≥ 1 并且 gcd(f, g) = 1.

证明: 假设存在解, 我们不妨假设 (f, g, h) 是满足 deg f + deg g + degh 最小的解. 那么

fn = hn − gn

=

n−1∏
k=0

(h− ξkg)

其中 ξ = e
2πi
n . 那么 gcd(h, g) = 1 意味着 gcd(h− ξkg, h− ξlg) = 1, 其中 k 6= l. 由于 C[t] 是唯

一分解整环, 那么
h− g = (x(t))n

h− ξg = (y(t))n

h− ξ2g = (z(t))n

并且由于 n ≥ 3 我们知道 1, ξ, ξ2 互不相同. 从而有

a(x(t))n + b(y(t))n = c(z(t))n

其中 a, b, c 6= 0, 从而得到了一个次数更小的解, 相矛盾.

6.4 高斯引理

一般来说, R 是主理想整环, 但 R[x] 不一定是主理想整环, 例如考虑 Z[x] 的理想 (2, x). 现
在的目标是想要证明如果 R 是唯一分解整环, 那么 R[x] 也是唯一分解整环. 我们以 Z[x] 为例
去说明这件事情. 我们将用如下的两个同态去分析 Z[x]:

Z[x] ↪→ Q[x]

ϕp : Z[x]→ Z/(p)[x] ∼= Fp[x]

其中 p 是素数.

定义 6.4.1. f(x) = anx
n + · · · + a1x + a0 ∈ Z[x], an 6= 0, n ≥ 1 被称为本元多项式 (primitive

polynomial), 如果
gcd(an, . . . , a0) = 1

例子. f(x) = 2x2 + 2x+ 3 是本元多项式, g(x) = 2x2 + 4x+ 6 不是本元多项式.

引理 6.4.2. 给定素数 p, 如下条件等价
1. p | ai, 1 ≤ i ≤ n
2. p | f
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3. ϕp(f) = 0

引理 6.4.3. 如下条件等价
1. f 是本元多项式;
2. 对任意素数 p 有 p ∤ f ;
3. 对任意素数 p 有 ϕp(f) 6= 0.

引理 6.4.4. 整数 p 在 Z[x] 中是素元当且仅当 p 是素数.

证明: 注意到
Z[x]/(p) ∼= Z/(p)[x]

引理 6.4.5 (高斯引理). f, g ∈ Z[x] 是本元多项式当且仅当 fg 是本元多项式.

证明: f, g 是本元多项式, 等价于对每个素数 p 有 ϕp(f) 6= 0, ϕp(g) 6= 0, 同样地, fg 是本元多项
式等价于 ϕp(fg) 6= 0. 注意到 ϕp(fg) = ϕp(f)ϕp(g), 从而 f, g 是本元多项式当且仅当 fg 是本

元多项式, 因为 Fp[x] 是整环.

引理 6.4.6. 任取 f ∈ Q[x], 存在分解 f = cf0(x), 其中 c ∈ Q, f0(x) ∈ Z[x] 是本元多项式, 并且
f0(x) 在相差 ±1 的意义下是唯一的. 特别地, 当 f ∈ Z[x] 时, c ∈ Z.

证明: 存在性: 首先存在 m ∈ Z\{0} 使得 mf(x) ∈ Z[x], 取 d 是 mf(x) 系数的最大公因数, 那
么不难发现 f0(x) =

m
d f(x) 是本元多项式, 并且 c = d

m . 特别地, 当 f ∈ Z[x] 时, m = 1, 从而
c ∈ Z.
唯一性：假设有

f(x) = c0f0(x) = c̃f̃0(x)

那么存在 m ∈ Z\{0} 使得
mf(x) = mcf0 = mc̃f̃0

其中 mc,mc̃ ∈ Z. 任取素数 p | mc, 那么 p | mf(x), 从而 p | mc̃, 从而对 mc 不可约因子个数的

归纳可以得到 f0 在和 f̃0 相差 ±1 的意义下相同

注记. 在一般的环 R 中, f0 和 f̃0 在相差环 R 中的单位的意义下相同.

定理 6.4.7. 有如下结果:
1. f0 在 Z[x] 中是本元多项式, g ∈ Z[x], 如果在 Q[x] 中 f0 | g, 那么在 Z[x] 中 f0 | g;
2. 如果 f, g 是本元多项式, f, g 在 Q[x] 中有最大公因子, 那么在 Z[x] 中也有最大公因子.

证明: (1). 假设 g = f0h, 其中 h ∈ Q[x]. 假设

h = ch0

g = c′g0

其中 c ∈ Q, c′ ∈ Z 以及 h0, g0 是本元多项式. 根据高斯引理有 h0f0 是本元多项式, 从而 c 和 c′

之间只相差 ±1, 从而 c ∈ Z, 从而 h ∈ Z[x], 即在 Z[x] 中 f0 | g.
(2). 如果在 Q[x] 中 h | f, h | g, 那么将 h 写成 h = ch0, 其中 h0 是本元多项式, 从而在

Q[x] 中 h0 | f, h0 | g, 那么在 Z[x] 中 h0 | f, h0 | g, 从而 f, g 在 Z[x] 中也有最大公因子.
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定理 6.4.8. 如果 f(x) 是 Z[x] 上的不可约元, 那么 f(x) 只有如下两种可能:
1. f(x) 是 Z 中的素数;
2. f(x) 是 Q[x] 上的不可约元.

证明: 如果 deg f = 0, 那么此时 f ∈ Z, 从而是 Z 中的素元; 如果 deg f ≥ 1, 不妨记 f = cf0, 由
于本元多项式在 Z[x] 上的不可约性与在 Q[x] 上的不可约性是一样的, 从而 f0 是 Q[x] 上的不

可约元, 即 f 也是 Q[x] 上的不可约元.

定理 6.4.9. Z[x] 中的每个不可约元都是素元.

定理 6.4.10. Z[x] 是唯一分解整环.

证明: 任取 f ∈ Z[x], 将其写作 f = cf0, 其中 c ∈ Z, f0 是本元多项式. 对于 c 我们有如下不可

约分解

c0 = c1c2 . . . cp

而对于 f0 我们在 Q[x] 中有如下不可约分解

f0 = g1g2 . . . gk

其中 gi 都是本元的, 从而这也是 Z[x] 中的分解.

推论 6.4.11. Z[x1, . . . , xn] 是唯一分解整环.

将 Z 换成一般的唯一分解整环, Q 换成 R 的分式域, 我们上述的论述依然成立, 即:

定理 6.4.12. 如果 R 是唯一分解整环, 则 R[x1, . . . , xn] 是唯一分解整环.

命题 6.4.13. f(x) ∈ Z[x], f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a0, p ∤ an. 如果 ϕp(f(x)) = f(x) 在

Fp[x] 中不可约, 那么 f(x) 在 Q[x] 中不可约.

证明: 假设 f(x) 可约, 那么 f(x) = g(x)h(x), 其中

例子. f(x) = x3 + x+1, 则通过直接列出 F2[x] 中的不可约多项式不难发现 f(x) 在 F2[x] 中不

可约.

命题 6.4.14 (艾森斯坦判别法). f(x) ∈ Z[x] 是本元多项式, 如果存在素数 p 使得

1. p ∤ an;
2. p | ai, i = 0, 1, . . . , n− 1;
3. p2 ∤ a0

那么 f 是不可约的.

证明: 假设 f(x) = h(x)g(x), 那么

ϕp(f(x)) = f(x) = anx
n = g(x)h(x)

从而 g(x) = cxm, h(x) = dxn−m, 从而

g(x) = cxm + · · ·+ c0

h(x) = dxn−m + · · ·+ d0

并且 p | c0, p | d0, 从而 p2 | a0 = c0d0, 相矛盾.
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注记. 如果将 Z 换成一般的唯一分解整环 R, 艾森斯坦判别法此时依然成立, 只需要将素数换成
素元即可.

例子. f(x) = x5 + 20x4 + 5x3 + 15, 取 p = 5 即可

例子. 给定素数 p, p 次分圆多项式 (cyclotomic polynomial)定义为

Φp(x) = xp−1 + xp−2 + · · ·+ 1 =
xp − 1

x− 1

我们现在来证明分圆多项式的不可约性. 由于 Φp(x)(x− 1) = xp − 1, 我们令 y = x− 1 则有

Φp(y + 1) =
(y + 1)p − 1

y

= yp−1 + pyp−2 + · · ·+
(
p

i

)
yp−i−1 + · · ·+ p

注意到对于 1 ≤ i ≤ p − 1, 有 p |
(
p
i

)
, 从而对素数 p 利用艾森斯坦判别法可知 Φp(y + 1) 不可

约, 从而 Φp(x) 也是不可约的.

6.5 作业七

练习. 证明 Z[i]/(3) 是一个域.

练习. 给出 F3 中一个 2 次不可约多项式的例子, 用这个例子去构造一个九元域.

练习. x4 + 6x3 + 9x+ 3 在 Q[x] 是否可约?

练习. 分别在 F2[x], F3[x] 和 Q[x] 中分解 x5 + 2x4 + 3x3 + 3x+ 5.

练习. Artin Chapter 12, 2.9

练习. 假设 x ∈ Q 是某一个首一整系数多项式的根，则 x 是整数.

练习. 假设 D 是一个正整数.
1. 验证 Z[

√
−D] = {a+ b

√
−D | a, b ∈ Z} 是一个 C 的子环.

2. 求 Z[
√
−D] 的乘法可逆元全体.

3. 在 Z[
√
−5] 中验证 2, 3, 1±

√
−5 是不可约元。请指出哪些是素元，为什么?

4. 证明 Z[
√
−D] 中的非零素理想都是极大理想.

练习. 证明一个素数 p 可以被写成 p = m2+2n2, 其中 m,n ∈ Z 当且仅当 x2+2 在 Fp 中有根.

练习. 求一组多项式方程 f2+g2 = h2在 C[t]上的非平凡解，即 f, g, h ∈ C[t]满足 deg f, deg g, degh ≥
1 且 gcd(f, g, h) = 1. （所有解可以是什么形式？）

练习. 尝试描述 C[x, y] 的所有素理想.

练习. 令 F 是一个域，f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · a0 ∈ F [x]. 定义 f 的形式导数 f ′(x) =

nanx
n−1 + (n− 1)an−1x

n−2 + · · ·+ a1. 对于 f(x), g(x) ∈ F [x], 证明
1. (fg)′ = fg′ + f ′g.
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2. (f(g(x)))′ = f ′(g(x)) · g′.
3. gcd(f, f ′) = 1 当且仅当 f 没有重根.

练习. 令 p 是一个素数, 通过以下步骤证明 f(x) = xp − x− 1 ∈ Fp[x] 不可约.
1. 验证 f(x+ 1) = f(x).
2. 如果 g(x) ∈ Fp[x] 并且 1 ≤ deg g ≤ p− 1, 那么 g(x+ 1) 6= g(x).
3. 令 f = g1 · · · gk 是 f 的首一不可约分解, 证明 gi 都不相同.
4. 令 a ∈ Z/pZ, 证明 a · gi(x) = gi(x+ a) 定义了 Z/pZ 在集合 {g1 · · · gk} 上的作用.
5. 利用群作用的枚举公式证明 f(x) 不可约.

注记. 事实上, 对 n ≥ 2, xn − x− 1 在 Z[x] 中是不可约的.
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第七章 二次扩域的代数整数环

7.1 高斯整数环的素理想

为了确定高斯整环 Z[i] 的所有素理想, 注意到它是欧几里德整环, 从而是主理想整环, 因此
只需要确定所有的素元 (不可约元即可).

命题 7.1.1. 如下三条等价:
1. 素数 p 在 Z[i] 中可约;
2. p = m2 + n2,m, n ∈ Z;
3. p = 2 或 p ≡ 1 (mod 4).

证明: (1) 与 (2) 等价: 如果 p = m2 + n2, 那么 p = (m + in)(m − in). 反之, 如果 p =

(a+ bi)(c+ di), 那么有
p2 = (a2 + b2)(c2 + d2)

从而有 p = a2 + b2 = c2 + d2.
(1) 与 (3) 等价:

Z[i]/(p) ∼= Z[x]/(x2 + 1, p)

∼= Fp[x]/(x2 + 1)

从而 p 在 Z[i] 中可约当且仅当 x2 + 1 在 Fp[x] 中可约, 这等价于 x2 + 1 = 0 在 Fp 中有根.
1. 如果 p = 2, x2 + 1 = 0 在 F2 中显然有根 x = 1;
2. 如果 p 6= 2, x2 + 1 = 0 意味着 x 在循环群 F×

p 中是 4 阶元, p− 1 阶循环群中 4 阶元存在

当且仅当 4 | p− 1, 即 p ≡ 1 (mod 4).

命题 7.1.2. Z[i] 中的素理想 I = (a+ bi) 如下:
1. 如果 ab = 0, 那么 I = (p), 其中 p ≡ 3 (mod 4);
2. 如果 ab 6= 0, 那么 a2 + b2 = p, 其中素数 p = 2 或 p ≡ 2 (mod 4).

证明: ab = 0 的情况我们已经确定了. 若 (a+ bi), ab 6= 0 是素理想, 那么考虑 a2 + b2 的如下分

解

a2 + b2 = (a+ bi)(a− bi)

这个分解是不可约的, 因为 a+ bi, a− bi 都是素元. 另一方面在 Z 中我们可以将 a2 + b2 分解成

p1p2 . . . pn, 注意到 1 ≤ n ≤ 2, 这是因为任何一个 pi 都至少会在 Z[i] 中分解出一个因子.
1. 如果 n = 1, 那么 a2 + b2 = (a− bi)(a+ bi) = p, 即 p = 2 或 p ≡ 1 (mod 4).
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2. 如果 n = 2, 那么不妨记 a+ bi 与某个素数 p 相伴, 此时与 ab 6= 0 矛盾.
另一方面, 任取 a2 + b2 = p, a, b ∈ Z, 则 a+ bi 是素元:

(a+ bi) = (c+ di)(m+ ni)

从而

p = a2 + b2 = (c2 + d2)(m2 + n2)

这意味着 c+ di 或 m+ ni 中有一个是单位.

7.2 二次扩张的代数整数环

下面我们想要去研究一般二次扩张中的整数环. 给定一个无平方因子的整数 d, 即 C 的如
下子域

Q[
√
d] = {a+ b

√
d | a, b ∈ Q}

中的整数环.

定义 7.2.1. C 中的代数整数 (algebraic integer)定义为

A = {x ∈ C |存在 Z[x] 中的首一多项式 f(x) 使得 f(x) = 0}

实际上, A构成了 C的一个子环, 也就是我们想要去研究的代数整数环, 为了证明这个事实,
我们需要如下引理:

引理 7.2.2. a ∈ A 当且仅当 a 是某一个 M ∈Mn(Z) 的特征值.

证明: 如果 a 是某个矩阵 A ∈ Mn(Z) 的特征值显然它是代数整数, 因为它满足特征多项式; 另
一方面给定 Z[x] 中的首一多项式 f(x) = xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, 考虑其友阵

M =



0 0 · · · 0 −an
1 0 · · · 0 −an−1

0 1 · · · 0 −an−2

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1 −a1


则友阵的特征值恰好是 f(x) 的根, 即

det(λI −M) = f(λ)

引理 7.2.3. 给定两个矩阵 B,C, 其特征值分别为 λ1, . . . , λn 和 µ1, . . . , µn, 则 B ⊗C 的特征值
为 λiµj , 1 ≤ i, j ≤ n.

命题 7.2.4. A 是 C 的一个子环.

证明: 根据上面的两个引理即可.
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练习. A ∩Q = Z.

命题 7.2.5.

R := A ∩Q[
√
d] =

Z[
√
d] d ≡ 2, 3 (mod 4)

Z[
√
d+1
2 ] d ≡ 1 (mod 4)

证明: 取 a+ b
√
d ∈ Q[

√
d], 我们不妨假设 b 6= 0(因为如果 b = 0 那么 a ∈ A∩Q 意味着 a ∈ Z).

不难发现 a+ b
√
d 满足

x2 − 2ax+ b2d− a2 = 0

因此 a+ b
√
d ∈ A 当且仅当 2a ∈ Z

b2d− a2 ∈ Z

我们分如下的情况考虑:
1. 如果 a ∈ Z, 那么 b2d ∈ Z, 由于 d 是无平方因子的, 从而 b ∈ Z;
2. 如果 a ∈ 1

2 + Z, 假设 a = 1
2 +m,m ∈ Z, 从而

b2d = n+m2 +m+
1

4

其中 n ∈ Z, 从而 4b2d ∈ Z, 即同样由于 d 无平方因子可知 2b ∈ Z
如果令 m = 2a, n = 2b, 那么我们一定有 m,n ∈ Z, 并且 4 | m2 − dn2.

1. 如果 d ≡ 2 (mod 4), 那么

0 ≡ m2 − dn2 ≡ m2 + 2n2 (mod 4)

而这只有 m,n 都是偶数的时候才可能发生, 即此时 a, b 都是整数;
2. 如果 d ≡ 3 (mod 4), 分析同上;
3. 如果 d ≡ 1 (mod 4), 那么

0 ≡ m2 − dn2 ≡ m2 − n2 (mod 4)

但是 4 | m2 − n2 当且仅当 m ≡ n (mod 2), 从而此时

R = {m+ n
√
d

2
| m,n ∈ Z,m ≡ 2 (mod 2)}

注意到
m+ n

√
d

2
=
m+ n

2
+ n(

−1 +
√
d

2
),

m+ n

2
∈ Z

从而此时 R = Z[1+
√
d

2 ].
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7.3 虚二次数域代数整数环的单位

在代数数论中给定了一个代数整数环后, 第一个问题就是去研究这个代数整数环中的单位
是哪些,在这里如果我们考虑 d < 0的情况,即虚二次数域 Q[

√
d]的代数整数环 R = A∩Q[

√
d],

我们有如下的刻画: 考虑如下映射

N : R→ Z

a+ b
√
d 7→ a2 − b2d

不难发现其满足 N(αβ) = N(α)N(β).

命题 7.3.1. α ∈ R 是单位当且仅当 N(α) = 1

例子. d = −1, 即 R 是高斯整数时, 单位是 {±1,±i}

例子. d = −3 时, R 的单位是 {±1, eπ
3 , e

2π
3 , e

−π
3 , e

−2π
3 }

例子. 当 d < 0, d 6= −1,−3 时, R 的单位只有 {±1}
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第八章 虚二次数域代数整数环的唯一分解性

在本章中, 如不加特殊说明, R 总指的是虚二次数域的代数整数环, 而一个有趣的问题是 R

什么时候是唯一分解的呢?

例子. d ≡ 3 (mod 4), d < 0, d 6= −1 时, 我们可以做如下分解

1− d = 2
1− d
2

= (1−
√
d)(1 +

√
d)

从而不是唯一分解的. 对 d ≡ 2 (mod 4), d 6= −2 的时候你可以做类似的事情证明这个时候 R

也不是唯一分解的.

我们有如下重要的结果

定理 8.0.1. Q[
√
d], d < 0 的代数整数环 R 是唯一分解整环当且仅当

d = −1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163

本章的最终目的在于去验证对于这些 d 其代数整数环 R 真的是唯一分解的. 主要的想法是
我们将说明, 对于虚二次数域的代数整数环 R, 其为唯一分解整环当且仅当其为主理想整环, 并
通过计算 d 为上述情况时候的类群来说明这些情况都是唯一分解的.

8.1 R2 中的格

引理 8.1.1. R2 中的离散子群只有如下三种

1. {0};
2. Za;
3. Za+ Zb, 其中 a, b 在 R 上线性无关, 这个时候称为是 R2 的一个格 (lattice).

命题 8.1.2. 如果 I 是 R 的一个非零理想, 那么 I 是 R2 的一个格.

证明: 不妨考虑 d ≡ 2, 3 (mod 4) 的情况, 另一种情况同理: 此时 R = Z + Z
√
d 是 R2 的一个

格, 从而 I 也是 R2 的一个离散子群. 如果其非零, 那么任取 0 6= α ∈ I, 不难发现 α, α
√
d 在 R

上线性无关, 从而 I 是 R2 的一个格.

命题 8.1.3. I ⊂ R 是 R2 中的一个格, 那么 I 是一个理想的当且仅当

1.
√
dI ⊂ I, d ≡ 2, 3 (mod 4);
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2.
√
d+1
2 I ⊂ I, d ≡ 1 (mod 4).

证明: 对于第一种情况
R = Z+ Z

√
d

所以 I 是 R 的理想当且仅当 (Z + Z
√
d)I ⊂ I, 这也当且仅当

√
dI ⊂ I, 对于第二种情况来说同

理.

在考虑更一般的情况之前, 我们先来看一下 Z[
√
−5] 中的理想是什么样的. 我们有如下的结

果:

定理 8.1.4. R = Z[
√
−5], I 是 R 的一个非零理想, α 是 I 中有极小范数的元素, 那么只有如下

两种可能:
1. (α, α

√
−5) 是 I 作为格的基, 此时 I 是主理想 (α);

2. (α, 12(α+ α
√
−5)) 是 I 作为格的基, 此时 I 不是主理想.

为了证明这个结果, 我们需要下面的引理:

引理 8.1.5. L ⊂ R2 是一个格, r = min{|z| | z ∈ L\{0}}. 对于 γ ∈ L 定义

D(
1

n
γ,

1

n
r) = {z | |z − 1

n
γ| < 1

n
r}

那么如果 D( 1nγ,
1
nr) ∩ L 6= ∅, 则有

D(
1

n
γ,

1

n
r) ∩ L = { 1

n
γ}

证明: 假设 β ∈ D( 1nγ,
1
nr), 即 |β −

1
nγ| <

1
nr, 这等价于 |nβ − γ| < r. 并且 nβ − γ ∈ L，从而

根据 r 的选择可知 nβ − r = 0, 即 β = 1
nγ.

定理 8.1.48.1.4证明. 给定 R = Z[
√
−5] 的一个理想 I, 以及 α 是 I 中有极小范数的元素, 由于 I 包

含 α, 从而 I 包含 (α), 如果此时 I = (α), 我们即得到了第一种情况. 现假设存在 β ∈ I 并且
β 6∈ (α), 由于 (α) 作为格的基为 (α, α

√
−5), 因此我们不妨假设 β 落在由如下关系生成的平行

四边形内部 ∏
= {rα+ sα

√
−5 | 0 ≤ r, s ≤ 1}

对于这个平行四边形
∏

, 我们有如下刻画:
1.
∏
实际上是一个长方形, 因为

√
−5 是纯虚数;

2.
∏
的边长比为 1 :

√
5;

3. 我们不知道
∏
具体在 R2 中的位置, 这取决于 α.

如果可以证明 β 正好是这个平行四边形的中心, 我们就得出了我们的结论. 考虑下图11中的七个

圆盘

1图源 Artin’s algebra
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不难看出这七个圆盘覆盖了整个平行四边形, 并且根据引理8.1.58.1.5可知, I 中的元素只可能是
这些圆盘的圆心, 并且由于 β 6∈ (α), β 只有如下三种可能

1. β = 1
2(α+ α

√
−5);

2. β = 1
2α
√
−5;

3. β = α+ 1
2α
√
−5.

并且不难发现第二三种情况是一样的, 因为 α ∈ I. 假设第二种情况发生, 那么根据命题8.1.38.1.3可
知 1

2α(
√
−5)2 = −5

2α ∈ I, 从而 1
2α ∈ I, 这与 α 的选取矛盾.

8.2 理想的乘积分解

定义 8.2.1. 给定环 R 以及两个理想 I, J , 乘积理想 IJ 定义为

IJ := {
n∑
i=1

aibi | ai ∈ I, bi ∈ J}

例子. R = Z[
√
−5], 以及素理想

I = (2, 1−
√
−5),I = (2, 1 +

√
−5)

J = (3, 1 +
√
−5),J = (3, 1−

√
−5)

直接验证则有
II = (4, 2(1 +

√
−5), 2(1−

√
−5), 6) = (2)

JJ = (3)

从而

(6) = (2)(3) = IIJJ

上面的事情告诉我们, 虽然 Z[
√
−5] 不是唯一分解整环, 但是其理想仍然有某种唯一分解成

素理想的性质. 实际上, 对于一般的虚二次数域的代数整数环都有如此的性质, 即

定理 8.2.2. R 是某个虚二次数域的代数整数环, R 的每个真理想都可以分解成素理想的乘积,
并且在除去排序的意义下唯一.

如果证明了上面的事实, 并且加上如下事实

命题 8.2.3. R 是某个虚二次数域的代数整数环, I 是 R 的素理想当且仅当其为极大理想.
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那么

定理 8.2.4. 如果 R 是某个虚二次数域的代数整数环, 那么 R 是唯一分解整环当且仅当 R 是主

理想整环.

证明: 只需要证明如果 R 是唯一分解整环则 R 是主理想整环: 根据定理8.2.28.2.2, R 的每个真理想
都是素理想的乘积, 并且主理想的乘积仍然是主理想, 因此只需要证明素理想都是主理想即可.
给定 R 的一个素理想 P , 0 6= α ∈ P , 那么由于 R 是唯一分解整环, α 可以分解成不可约元的乘
积, 并且它们也是素元. 由于 P 是素理想, 从而 P 包含 α 的某一个素因子 π, 即 P 包含素理想

(π), 并且根据命题8.2.38.2.3, (π) 是极大理想, 从而 P = (π).

因此, 下面的目的则在于证明定理8.2.28.2.2以及命题8.2.38.2.3.

引理 8.2.5. 如果 R 是某个虚二次数域的代数整数环, 任何 R 的非零理想 I 都有如下的性质

II = (n), n ∈ Z

证明: 由于 I 是 R2 中的格, 那么不妨记 I = (α, β), 那么则有

II = (αα, αβ, αβ, αβ)

其中 αα, ββ, αβ + αβ ∈ Z. 取 n = gcd(αα, ββ, αβ + αβ), 那么我们断言

αβ, αβ ∈ (n)

首先 αβ
n ,

αβ
n ∈ Q[

√
d], 并且 αβ

n ,
αβ
n 满足

x2 + ax+ b = 0, a, b ∈ Z

从而有
αβ

n
,
αβ

n
∈ R

即 II = (n), n ∈ Z.

推论 8.2.6. 在虚二次数域的代数整数环 R 中:
1. 如果 I1J = I2J, J 6= (0), 那么 I1 = I2;
2. 如果 I ⊃ J 6= (0), 那么存在理想 I ′ 使得 J = II ′.

证明: (1). 对 I1J = I2J 两侧同乘 J 即可.
(2). 如果 I = (n) 是主理想, 那么任取 a ∈ J, a = nb, b ∈ R, 从而

I ′ :=
J

n
= {a

n
| a ∈ J}

构成了 R 的一个理想, 并且满足 J = II ′. 如果 I 不是主理想, 那么 (II) ⊃ IJ , 这意味着

IJ = III ′

同时消去 I 即可.
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注记. 在虚二次数域的代数整数环 R 中, I | J(即 J = II ′) 等价于 I ⊃ J .

命题 8.2.7. 在虚二次数域的代数整数环 R 中, P 是 R 的素理想, 那么 P | IJ 意味着 P | I 或
P | J .

证明: 根据上述推论, P | IJ 等价于 IJ ⊂ P , 由于 P 是素理想, IJ ⊂ P 意味着 I ⊂ P 或

J ⊂ P , 再次利用上述推论可知这等价于 P | I 或者 P | J .

命题 8.2.8. 在虚二次数域的代数整数环 R 中, 如果 I 是 R 的一个理想, 则 R/I 有限.

证明: 由于 II ⊂ I, 因此只需要证明 R/II 有限即可, 而根据引理8.2.58.2.5可知 II = (n), 注意到

R/(n) ∼= Z[x]/(x2 + d, n)

∼= (Z/nZ)[x]/(x2 + d)

从而可知 |R/(n)| = n2 <∞.

推论 8.2.9. 在虚二次数域的代数整数环 R 中, (0) 6= I ⊂ R 是一个理想, 那么 R 中包含 I 的理

想只有有限多个.

命题8.2.38.2.3证明. 给定虚二次数域代数整数环 R 的一个素理想 I, 那么 R/I 是一个有限整环, 从
而是域, 即 I 是极大理想.

定理8.2.28.2.2证明. 如果 (0) 6= I 不是极大理想, 那么一定可以写成

I = P1I
′

其中 P1 是包含 I 的一个 (素) 极大理想, 并且由于包含 I 的理想只有有限多个, 从而分解会在
有限步停止.

注记. 利用相同的论证可以证明任何一个维数是 1 的环其为唯一分解整环当且仅当其为主理想

整环.

8.3 理想类群

我们已经证明了对于虚二次数域的代数整数环 R 其为唯一分解整环当且仅当其为主理想整

环, 并且我们也用格的想法去研究了 Z[
√
−5] 中的理想的形式. 对于一般的情况, 我们需要有一

种办法来刻画这个环距离主理想整环的差距, 即接下来要引入理想类群这件事情.

定义 8.3.1. 给定虚二次数域的代数整数环 R, R 的类群 (class group)定义为

C (R) := {I 6= 0, I是 R 的理想}/ ∼

其中非零理想 I ∼ I ′ 当且仅当存在 α ∈ Q[
√
d] 使得 I = αI ′. 对于理想 I 我们用 [I] 去记其在

类群中的等价类.

注记. 现在 C (R) 只是一个等价类组成的集合, 我们还没有给它赋予群结构.
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引理 8.3.2. 平凡理想 R 的等价类 [R] 是由全体主理想组成.

证明: 根据定义, 对于 R 的理想 I, [I] = [R] 当且仅当 I = αR, 其中 α ∈ Q[
√
d]22, 这也当且仅当

I 是主理想 (α).

命题 8.3.3. 虚二次数域的代数整数环 R 的类群 C (R) 构成了一个阿贝尔群, 其中群结构由理
想的乘法给出, 即对于非零理想 A,B, [AB] := [A][B].

证明: 我们如下依次验证:
1. 假设 [A] = [A′], [B] = [B′], 即 A = αA′, B = βB′, 那么 AB = αβA′B′, 从而 [AB] =

[A′B′], 即群运算是良好定义的;
2. 群运算具有结合律和交换律, 这是因为理想的乘法具有结合律和交换律;
3. [R] 是类群中的单位元, 因为 [R][A] = [RA] = [A];
4. [A] 是 [A] 的逆元, 因为根据引理8.2.58.2.5, 可知 AA 是主理想, 从而 [A][A] = [R].

推论 8.3.4. 虚二次数域的代数整数环 R 是唯一分解整环当且仅当类群 C (R) 是平凡群.

由于虚二次数域的代数整数环 R 的任何理想都可以写成素理想的乘积, 因此 C (R) 可以由

素理想对应的等价类生成, 但是这依然是一个无法验证的事情, 下面我们的目的在于通过证明类
群可以由某些“有限”大小的素理想生成, 从而证明 |C (R)| <∞, 并且给了我们一种可计算的方
法.

定理 8.3.5. 在虚二次数域的代数整数环 R 中, 素理想 0 6= P 只有如下两种形式:
1. P = (p), 其中 p ∈ Z 是素数;
2. PP = (p), 其中 p ∈ Z 是素数.

证明: 首先根据引理8.2.58.2.5, 我们总有 PP = (n), 其中 nZ, 并且在 Z 中分解 n, 只有如下两种可
能:

1. n = p1p2, 其中 p1, p2 是素数;
2. n = p, 其中 p 是素数

不难发现这两种情形分别对应我们需要的两种情形.

定理 8.3.6. 在虚二次数域的代数整数环 R 中, 一个素数 p 生成了 R 中的一个素理想当且仅当:
1. x2 − d 在 Fp[x] 中不可约, 如果 d ≡ 2, 3 (mod 4);
2. x2 − x− h 在 Fp[x] 中不可约, 其中 h = 1

4(1− d), 如果 d ≡ 1 (mod 4).

证明: 假设 d ≡ 2, 3 (mod 4), 则 R = Z[
√
d] 同构于 Z[x]/(x2− d), 素数 p 在 R 中生成素理想当

且仅当 R/(p) 是域, 这当且仅当 x2 − d 在 Fp[x] 中不可约, 另一种情况的证明类似.

引理 8.3.7. 给定虚二次数域代数整数环 R 的非零理想 I, J1, J2, 其中 J1 ⊂ J2, 如果记 [J1 :

J2] := |J1/J2|, 那么有
[IJ1 : IJ2] = [J1 : J2]

2此时 α 不仅仅在 Q[
√
d] 中, 它也在 R 中.
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证明: 如果 I 是主理想 (n), 那么不难发现 [nJ1 : nJ2] = [J1 : J2]. 由于 R 中的任何理想都可以

分解成素理想的乘积, 那么我们不妨假设 I 是素理想, 并且不是主理想, 根据定理8.3.58.3.5, 我们知
道存在素数 p 使得 I 满足 II = (p). 注意到

p2 = [J1 : IIJ1] = [J1 : IJ1][IJ1 : IIJ1]

并且根据消去性以及 I 6= R, 我们可知 [J1 : IJ1] > 1, [IJ1 : IIJ1] > 1, 从而有 [J1 : IJ1] = p, 同
样可以证明 [J2 : IJ2] = p. 根据指数的传递性有

[J1 : J2][J2 : IJ2] = [J1 : IJ1][IJ1 : IJ2]

即

[J1 : J2] = [IJ1 : IJ2]

回忆在 Z[
√
−5] 的时候, 给定非零理想 I, 如果 α 是在 I 中有极小范数的元素, 那么 I/(α)

可以给出一种刻画 I 距离主理想差距到底有多大的量, 这是我们的直观感觉. 下面我们要去严
格的说明给定 R 的两个理想, 我们该如何去比较它们.
首先给定 R2 的两个格 L1 ⊃ L2, 其中 α, β 是 L1 的基, a, b 是 L2 的基. 那么存在整系数矩

阵 M 满足

(a, b) = (α, β)

(
m1 m2

m3 m4

)
我们不妨假设 M 是对角矩阵, 因为我们总可以通过选取合适的基做到这件事, 即 m2 = m3 = 0,
那么则有

Zα+ Zβ/Z(m1α) + Z/(m4β) ∼= (Z/m1Z)× (Z/m4Z)

从而有 ∆(L1)/∆(L2) = |L1/L2| = |m1m4| = | detM |, 其中 ∆(L) 表示格 L 的面积.

定义 8.3.8. 给定虚二次数域的代数整数环 R 的一个理想 I, 其范数 N(I) 定义为 n, 其中 II =

(n).

命题 8.3.9. 对于理想的范数, 我们有如下的性质:
1. N(IJ) = N(I)N(J);
2. 如果 I = (α) 是主理想, 那么 N(I) = N(α).

证明: (1). 假设 N(I) = m,N(J) = n, 那么 II = (m), JJ = (n), 从而

(IJ)(IJ) = (m)(n) = (mn)

即 N(IJ) = N(I)N(J).
(2). 假设 I = (α), 并且用 n 记 α 的范数 αα, 那么

II = (α)(α) = (αα) = (n)

即 N(I) = n = N(α).
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因此给定虚二次数域的代数整数环 R 中的非零理想 I, 一方面我们可以谈它的范数 N(I),
它有很好的可乘性; 另一方面, 我们可以将其将其视作 R2 中的格, 并且有 |R/I| = ∆(R)/∆(I).

命题 8.3.10. 给定虚二次数域的代数整数环 R, I 是其非零理想, 那么:

N(I) = |R/I| = ∆(R)/∆(I)

证明: 假设 N(I) = n, 即 II = (n), 那么有

n2 = |R/(n)| = |R/II| = [R : I][I : II]

然而根据引理8.3.78.3.7, 有 [I : II] = [R : I] = [R : I], 从而 |R/I| = n.

如果我们取 α 是非零理想 I 中最小范数的元素, 由于自然地有包含关系 (α) ⊂ L, 从而有
N(α) ≥ N(I), 另一方面, 我们有如下的界:

命题 8.3.11. N(α) ≤ µ N(I), 其中

µ =

2

√
|d|
3 , d ≡ 2, 3 (mod 4)√

|d|
3 , d ≡ 1 (mod 4)

是一个不依赖于 I 的数.

证明: 由于 α 是 I 中范数最小的元素, 从而 ∆(L) ≥
√
3
2 N(α), 而 N(I) = ∆(R)/∆(I), 从而有

N(α) ≤ 2√
3
∆(I) =

2√
3
N(I)∆(R)

但是根据命题7.2.57.2.5

∆(R) =


√
|d|, d ≡ 2, 3 (mod 4)

1
2

√
|d|, d ≡ 1 (mod 4)

从而得到我们想要的结果.

定理 8.3.12. 给定虚二次数域的代数整数环 R, 我们有如下结果:
1. 对于任意 [I] ∈ C (R), 存在 I ′ ∈ [I] 使得 N(I ′) ≤ µ;
2. 类群 C (R) 由那些范数是素数 p, 并且小于等于 µ 的素理想生成;
3. |C (R)| <∞.

证明: (1). 取 I 的有最小范数的元素 α, 根据推论8.2.68.2.6, (α) ⊂ I 意味着存在理想 J 使得 (α) =

IJ , 从而
(α)J = IJJ = I(n) =⇒ I =

α

n
J

这意味着 J ∈ [I], 并且

N(α) = N(I)N(J) =⇒ N(J) = N(J) ≤ µ

那么 J 就是我们想要找的 I ′.

75



(2). 任取 [I] ∈ C (R), 我们不妨假设 N(I) ≤ µ, 对 I 做素理想分解则有 I = P1 . . . Pk, 那
么 N(I) = N(P1) . . . N(Pk), 从而 N(Pi) ≤ µ, 1 ≤ i ≤ k, 因此范数小于等于 µ 的素理想可以生

成 C (R). 根据定理8.3.58.3.5, 素理想 P 的范数要么是 p, 要么是 p2, 其中 p 是素数, 并且是后者时
P 是主理想, 从而对应于类群中的单位元, 因此我们可以认为范数是素数 p, 并且小于等于 µ 的

素理想对应的等价类生成了整个类群 C (R).
(3). 由 (2) 即得.

如上定理即给了我们一个可计算的条件, 根据上述定理, 我们只需要考虑虚二次数域的代数
整数环 R 中有限多种素理想, 如果它们都是主理想的话, 此时我们就得到了类群 C (R) 是平凡

群, 我们将通过这种办法去进行计算.

例子. d = −163 时, 注意到 −163 ≡ 1 (mod 4), 则 R = Z[1+
√
d

2 ], 并且 bµc = 8, 因此我们需要
考虑那些范数为 2, 3, 5, 7 的素理想 P , 这样的素理想存在当且仅当 p = 2, 3, 5, 7 在 R 中没有生

成素理想, 而是分裂成 PP 的情形. 对于 p = 2, 3, 5, 7 来说, x2 − x+ 41 模 p 总是不可约的, 从
而 p = 2, 3, 5, 7 在 R 中总是生成素理想, 即此时类群平凡.

注记. 用同样的办法, 给定任何 d < 0, 你都可以去计算此时的类群是平凡群或不是平凡群, 从而
达到了我们最初的目的.

8.4 作业八

练习. 记 R 是 Q[
√
d] 的代数整数环.

1. 高斯证明了对以下的

d = −1,−2,−3,−7,−11,−19,−43,−67,−163

R 是 UFD. 请挑选除了 d = −1,−2,−3,−163 以外的某一个值证明高斯的结论。
2.（选做，不用交）高斯还证明了对

−d = 5, 6, 10, 13, 15, 22, 35, 37, 51, 58, 91, 115, 123, 187, 235, 267, 403, 427,

R 的类数 (通常记作 h(d)) 是 2. 请挑选除了 d = −5 以外的一个例子证明高斯的结论.
(高斯至少对较小的 h(d) ≤ 5 都列出来了 d < 0 的列表，并猜测这些是对应类数的所有可

能的 d. 最终问题的解决是上世纪七八十年代由 Goldfeld-Gross-Zagier 完成的，与 L 函

数有很大关系，最终对每一个类数 h 可以转化成检验有限种情形的计算.)

练习 (PID 不是 ED). 根据期中试题，我们知道欧几里德环 R 的 size 函数 s : R − {0} → Z≥0

可以选做额外满足条件

当非零元素 a | b, 有 s(a) ≤ s(b) (8.4.1)

请证明

1. 证明 s(a) ≥ s(1).
2. 当非零元素 a 是 b 的真因子的时候, 有 s(a) < s(b).
3. 证明 s(a) = s(1) 当且仅当 a 是乘法可逆元.
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4. 假设 R 不是域. 取 a 是非单位元中使得 s(a) 最小的元素, 则 a 不可约且 R/(a) 的每个

陪集的代表元都可选做 0 或者乘法可逆元.
5. 证明 Z[1+

√
−19
2 ] 不是 ED. （提示：用 |R/(a)| = N(a) 来比较与 |R×| 的的大小。）类似的

可以证明 −d = 19, 43, 67, 163 时对应的代数整数环不是 ED，其余几个是 PID 的虚二次
域代数整数环是 ED.

练习. Artin Chapter 13, 5.2

练习. Artin Chapter 13, 6.7

练习. 1. Z[
√
−5] 中证明素理想 I = (2, 1 +

√
−5) 满足 I = Ī.

2. 在 Z[i] 和 Z[
√
−5] 中，找到所有满足 P = P̄ 的素理想 P .

3. 对一般的无平方因子的负整数 d，考虑 R = Z[a] 是 Q[
√
d] 的代数整数环。证明 R 中的

素理想 P = P̄ 当且仅当

(a) P = (p), p 是素数，且在 R 仍是素元.

(b) PP̄ = (p)，p 是素数，且整除 a 满足的二次首一多项式的判别式. (称为 p 在 R 中

分歧)

练习 (丢番图问题中的应用). 证明素数 p 6= 2, 5 时，−5 在 Fp 中是某一个元素的平方（也称 −5
是模 p 的二次剩余）等价于存在整数 a, b, 使得 p = a2 + 5b2 或者 2p = a2 + 5b2.（提示：利用
前一题，以及 Z[

√
−5] 类群的结构.）二次剩余的理论能推出来此时 p ≡ 1, 3, 7, 9 mod 20.
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第三部分

模论
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第九章 模的定义、例子与基本性质

9.1 模的定义与例子

定义 9.1.1. 给定环 R, 一个 R-模 (R-module)是一个阿贝尔群 (M,+) 以及一个 R 的作用

R×M →M , 记做 (r,m) 7→ rm, 满足如下公理:
1. 1v = v;
2. (rs)m = r(sm);
3. (r + s)m = rm+ sm;
4. r(m1 +m2) = rm1 + rm2.

其中 r, s ∈ R 以及 m1,m2 ∈M .

例子. 域 F 上的线性空间 V 是 F-模.

例子. 任意阿贝尔群都是 Z-模.

例子. 给定域 F, F-线性空间 V 以及一个线性变换 T : V → V , 此时 V 上具有一个 F[x]-模结
构, 如下给出:

F[x]× V → V

(f(x), v) 7→ f(T )v

例子. 给定环 R, 我们有如下 R-模:
1. 环 R 可以看成一个 R-模, 其中 R×R→ R 由 R 自身的乘法给出;
2. 环 R 的任何理想 I 可以看出一个 R-模;
3. Rn = R× · · · ×R, 也可以看成是 R-模, 被称为自由 R-模.

定义 9.1.2. 给定 R-模 M , M 的子模 (submodule)是 M 的一个阿贝尔群子群 N , 并且对 R 的

作用封闭.

命题 9.1.3. 环 R 的一个子集 I 是 R 作为 R-模的子模当且仅当 I 是 R 的理想.

证明: 直接根据定义.

定义 9.1.4. 给定 R-模 M 以及 M 的子模 N , 商群 M/N 上有一个自然的 R-模结构, 由如下给
出:

R×M/N →M/N

(r,m+N)→ rm+N

如此得到的 R-模 M/N 称为商模 (quotient module)
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定义 9.1.5. 给定 R-模 M1,M2, 阿贝尔群的外直和 M1 ⊕M2 上有自然的 R-模结构，由如下给
出:

R×M1 ⊕M2 →M1 ⊕M2

(r, (m1,m2))→ (rm1, rm2)

9.2 模同态与同态基本定理

定义 9.2.1. 给定 R-模 M1,M2, R-模同态 (R-module homomorphism)是一个阿贝尔群 ϕ :

M1 →M2 之间的群同态, 并且满足

rϕ(m) = ϕ(rm)

对任意 r ∈ R,m ∈M1 成立.

注记. R-模同态 ϕ 是单（满，同构，自同构）的, 如果 ϕ 作为群同态是单（满，同构，自同构）

的. R-模同态的核 (像) 定义为它作为群同态的核 (像).

例子. 给定 R-模 M 以及 M 的子模 N , 如果考虑 M/N 上自然的 R-模结构, 此时投影映射
π :M →M/N 是 R-模同态.

例子. 给定 R-模 M1,M2 以及 R-模同态 ϕ, 此时 kerϕ 是 M1 的子模, imϕ 是 M2 的子模.

我们有如下与群论/环论中平行的结果:

命题 9.2.2. 给定 R-模同态 f1 : M1 → N, f2 : M2 → N , 那么存在唯一的 R-模同态 f :

M1 ⊕M2 → N 使得下图交换:

M1 M2

M1 ⊕M2

N

f1

i1

f2

i2

f

命题 9.2.3. 给定 R-模 M1,M2 以及 R-模同态 ϕ :M1 →M2.
1. 如果 R-模 N 满足 N ⊂ kerϕ, 那么存在唯一的 R-模同态 ϕ 使得下图交换:
2. M1/ kerϕ ∼= imϕ

3. (对应定理) 如果 ϕ 此时是满 R-模同态, 那么 M1 包含 kerϕ 的子模与 M2 的子模一一对

应.

定义 9.2.4. 给定 R-模 M 的子模 M1,M2, M 称为 M1,M2 的内直和, 如果满足
1. M1,M2 生成 M ;
2. M1 ∩M2 = {0}.

命题 9.2.5. 如果 R-模 M 是子模 M1,M2 的内直和, 那么有 R-模同构 M ∼=M1 ⊕M2.
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定义 9.2.6. 给定 R-模 M1,M2,M3 以及 R-模同态 ϕ :M1 →M2, ψ :M2 →M3, 如下序列被称
为在 M2 处正合 (exact)

M1
φ−→M2

ψ−→M3

如果 kerψ = imϕ.

例子. ϕ : M1 → M2 是满射当且仅当 M1
φ−→ M2 → 0 在 M2 处正合; ϕ : M1 → M2 是单射当

且仅当 0→M1
φ−→M2 在 M1 处正合.

例子. 下述 R-模序列被称为一个短正合列 (short exact sequence),如果下列序列在Mi, i = 1, 2, 3

处都正合:
0→M1

φ−→M2
ψ−→M3 → 0
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第十章 自由模

10.1 自由模的定义

定义 10.1.1. 给定集合 X 以及环 R, 定义

RX := {
∑
x∈X

axx | ax ∈ R, 只有有限多个 ax 非零.}

并且如下定义其上的 R-模结构:(
∑

x∈X axx) + (
∑

x bxx) =
∑

x∈X(ax + bx)x

r(
∑

x∈X axx) =
∑

x∈X(rax)x

命题 10.1.2. 任何集合间的映射 ϕ : X →M 给出了一个 R-模映射 ϕ̃ : RX →M .

证明: 考虑
ϕ̃ : RX →M∑
x∈X

axx→
∑
x∈X

axϕ(x)

定义 10.1.3. R-模 M 被称为自由模 (free module), 如果存在某个集合 X 使得 M ∼= RX 作为

R-模同构. 特别地, M 被称为有限生成自由模 (finitely generated free module), 如果 X 是有限

集.

定义 10.1.4. 给定 R-模 M , M 的子集 B 称为 M 的基, 如果:
1. M 由 B 生成, 即任取 m ∈M,m =

∑
b∈B rbb, 其中 rb ∈ R 并且只有有限多个 b 不是零;

2. B 是 R-线性无关的, 即如果 0 =
∑

b∈B rbb, 则 rb = 0.

命题 10.1.5. 给定 R-模 M 以及其的基 B, 那么有如下同构

RB →M

b 7→ b

特别地如果 |B| = n, 那么 M ∼= Rn.

证明: 基的第一个条件保证了满射, 第二个条件保证了单射.

注记. 上面的命题告诉我们, R-模 M 是自由模当且仅当其存在一组基; R-模 M 是有限生成自

由模当且仅当其存在一组有限基.
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当 R 是域的时候不难看出此时有限生成自由 R-模就是有限维线性空间, 并且我们知道对于
有限维线性空间来说其维数就已经完全决定了它本身. 那么现在一个自然的问题就是, 对于有限
生成自由模来说, 如果 B,C 都是它的基, 那么我们是否有 |B| = |C| 呢？为了解决这个问题, 我
们需要借助取值在一般环上的矩阵, 并借助这个工具来研究我们的问题.
环 R 上的矩阵定义为

Mm×n(R) := (aij) 1≤i≤m
1≤j≤n

其中 aij ∈ R, 为了方便我们记 Mn×n(R) 为 Mn(R). 与域上的矩阵类似, 我们有如下的事情:
1. 矩阵乘法与之前相同, 并且此时矩阵乘法也具有结合律, 因为我们的环 R 具有结合律;
2. 我们可以同样地定义行列式映射

det :Mn(R)→ R

并且也满足 det(AB) = detA · detB 对任意 A,B ∈Mn(R) 成立;
3. 对于 A ∈Mn(R), 我们可以同样地定义伴随矩阵 A∗, 并且满足 A∗A = AA∗ = detA · In.

定义 10.1.6. 矩阵 A ∈ Mm×n(R) 被称为可逆 (invertible), 如果存在 B ∈ Mn×m(R) 使得

AB = Im 以及存在 C ∈Mm×n(R) 使得 CA = In.

命题 10.1.7. 如果 A ∈Mm×n(R) 可逆, 此时一定有 m = n, 并且 A 可逆当且仅当 detA ∈ R×,
此时 B = C = (detA)−1A∗.

证明: 取 R 的一个极大理想 I, 此时 R/I 是一个域. 对 AB = Im, CA = In 中的分量做商, 在
R/I 中考虑等式

AB = Im, CA = In

根据线性空间的结果我们可知 m = n.
现在假设 A ∈ Mn(R) 是可逆的, 则 1 = det Im = detA · detB 意味着 detA ∈ R×; 另一方

面, 对 B = C = (detA)−1In 直接验证 AB = CA = In.

定义 10.1.8. 环 R 上的一般线性群定义为 GLn(R) := {R ∈Mn(R) | R 可逆.}.

定义 10.1.9. 给定有限生成自由 R-模 M 以及其一组基 B = {b1, . . . , bn}, 由于任意 v ∈ M 可

以被唯一写成 v =
∑n

i=1 vibi, 我们称如下列向量为 v 在基 B 下的坐标:

[v]B :=


v1
...
vn


现在假设 M 的任何一个有限子集 C = {c1, . . . , cm}, 以及 B 是 M 的一组基, 我们有:

命题 10.1.10. ([c1]B, . . . , [cm]B) = P 可逆当且仅当 C 是 M 的一组基. 特别地, M 的任何两

组基有相同的元素个数.

证明: 为了方便起见我们用 (b1, . . . , bn)[ci]B 去记:

ci =
n∑
j=1

[ci]
j
Bbj
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其中 [ci]
j
B 是 [ci]B 的第 j-行. 利用这种记号, 我们可以记 (c1, . . . , cm) = (b1, . . . , bn)P .

假设 P 可逆, 即此时 m = n, 并且存在 Q ∈Mn(R) 使得 PQ = In, 那么:

(c1, . . . , cn)Q = ((b1, . . . , bn)P )Q

= (b1, . . . , bn)(PQ)

= (b1, . . . , bn)

从而:
1. 任取 v ∈M , v = (b1, . . . , bn)[v]B = (c1, . . . , cn)(Q[v]B), 即 M 可由 C 生成;
2. 0 = (b1, . . . , bn)[0]B = (c1, . . . , cn)(Q[0]B), 由于 [0]B 是全零组成的列向量, 从而 Q[0]B 也

是.
综上所述 C 此时是 M 的一组基.
假设 B,C 都是 M 的基, 那么

(c1, . . . , cm) = (b1, . . . , bn) = P

(b1, . . . , bn) = (c1, . . . , cn) = Q

从而有
(c1, . . . , cm) = (c1, . . . , cm)QP

(b1, . . . , bn) = (b1, . . . , bn)PQ

从而 QP = Im, PQ = In, 从而此时 P,Q 可逆, 并且 m = n.

上面的结果告诉我们有限生成自由模的基的大小是良定义的, 即如果 Rm ∼= Rn, 那么一定
有 m = n. 我们利用的工具是 R 上的矩阵, 这与线性空间情形我们所做的事情几乎完全一致.
实际上, 我们完全可以通过一些约化将这个问题重新回归到线性代数的情形.

给定环 R 的一个理想 I 以及一个 R-模 M , 那么

IM := {
n∑
i=1

rimi | ri ∈ I,mi ∈M}

是 M 的一个子模. 特别地, 如果 I 是一个主理想 (a), 此时 IM = aM = {am | m ∈ M}. 在
M/IM 上有一个自然的 R/I-模结构, 并且不难发现作为 R/I-模我们有如下同构:

(M1 ⊕M2)/I(M1 ⊕M2) ∼=M1/IM1 ⊕M2/IM2

其中 M1,M2 是 R-模.

推论 10.1.11. 给定环 R, 如果 Rm ∼= Rn, 那么 m = n.

证明: 取 R 的极大理想 I, 那么有作为 R/I-模我们有

(R/I)n ∼= Rn/IRn ∼= Rm/IRm ∼= (R/I)m

然而 R/I 是一个域, 从而
(R/I)n ∼= (R/I)m

是作为线性空间的同构, 从而 m = n.

总而言之, 有限生成自由模的结构总是简单的. 事实上, 我们更关心那些有限生成模的结构,
这也是下一节的关心内容.
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10.2 主理想整环上的有限生成自由模的结构定理

定义 10.2.1. R-模 M 被称为是有限生成的 (finitely generated), 如果存在一个有限生成模 Rn

以及如下满同态

Rn
φ−→M → 0

即 M ∼= Rn/ kerϕ.

注意到有限生成自由模的子模并不一定有限生成, 从而 kerϕ 一般来说可能会很复杂. 现在
我们期待一个比较好的条件, 使得此时的 kerϕ 都是有限生成模.

命题 10.2.2. 对于环 R 来说, 如下条件等价:
1. 没有严格递增的理想序列

I1 ⊊ I2 ⊊ I3 ⊊ . . .

其中 Ii 都是 R 的理想;
2. R 的任何理想都是有限生成的;
3. 任何有限生成 R-模的子模都是有限生成的.

满足上述条件之一的环被称为诺特环 (noetherian ring).

证明: (1) 到 (2). 假设 I 不是有限生成的, 任取 a1 ∈ I, 则 (a1) ⊊ I, 取 a2 ∈ I\(a1), 从而
(a1) ⊊ (a1, a2) ⊊ I. 不断重复上述操作则可以得到一个理想的严格升链.

(2) 到 (1). 任给一个理想序列 I1 ⊂ I2 ⊂ . . . , 考虑 I =
⋃∞
i=1 Ii, 由于 I 是有限生成

的, 这意味着存在 a1, . . . , an ∈ I 使得 I = (a1, . . . , an). 并且不难发现存在足够大的 N 使得

a1, . . . , an ∈ IN , 这意味着这个理想升链到 IN 时已经稳定, 即不是严格上升.
(3) 到 (2). 注意到 R 作为 R-模的子模恰是 R 的理想;
(2) 到 (3). 首先我们有如下观察:

1. 对于正合列 M1
φ−→ M2 → 0, 如果 M1 是有限生成的, 那么 M2 也是. 这是显然的, 因为

M1 是有限生成的等价于存在满射 Rn →M1, 只需要复合 ϕ 即可得到 Rn 到 M2 的满射;
2. 对于短正合列 0 → M1

φ−→ M2
ψ−→ M3 → 0, 如果 M1,M3 都是有限生成的, 那么 M2 也

是. 假设 M3 由 v1, . . . , vn 生成, 那么选取 v1, . . . , vn 使得 ψ(vi) = vi, 1 ≤ i ≤ n. 假设 M1

由 w1, . . . , wm 生成, 并且记 w̃i = ϕ(wi). 任取 ṽ ∈M2, 记 ψ(ṽ) =
∑n

i=1 rivi, 那么

ψ(ṽ −
n∑
i=1

riṽi) = 0

从而 ṽ−
∑n

i=1 riṽi ∈ kerψ = imϕ,即 ṽ−
∑n

i=1 riṽi =
∑m

j=1 sjw̃j . 即M2可由 ṽ1, . . . , ṽn, w̃1, . . . , w̃m

生成.
根据上述观察, 我们做以下约化:

1. 根据对应定理以及观察 (1), 我们只需要对有限生成自由模 Rn 证明其所有的子模都是有

限生成的即可.
2. 注意到我们有如下的短正合列:

0→ Rn−1 → Rn → R→ 0
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3. 利用归纳, 我们只需要证明 R 作为 R-模的子模都是有限生成的即可, 然而这恰是 (2).

命题 10.2.3. 如果 R 是诺特环, 则对任意理想 I 有 R/I 是诺特环.

定理 10.2.4. 如果 R 是诺特环, 则 R[x] 是诺特环.

例子. R 是主理想整环, 则 R 是诺特环.

定义 10.2.5. 给定环 R, R-模 N 被称为诺特模 (noetherian module), 如果任何子模的升链都稳
定, 即如果有如下的子模升链

0 ⊆ N1 ⊆ N2 ⊆ . . .

则存在 m 使得 Nm = Nm+1 = . . . .

命题 10.2.6. 给定环 R, 如果有如下 R-模的正合列

0→ N →M →M/N → 0

则 M 是诺特模当且仅当 N,M/N 是诺特模.

定理 10.2.7. 假设 R 是诺特环, 则任何有限生成 R-模都是诺特模.

现在如果 R 是诺特环, M 是有限生成 R-模, 即存在如下正合列:

kerϕ→ Rn
φ−→M → 0

并且此时 kerϕ 是有限生成的, 从而存在满态射 Rm → kerϕ, 即我们可以写作正合列:

Rm
ψ−→ Rn

φ−→M → 0

并且 M ∼= Rn/ imψ. 如果我们能对态射 ψ 有很好的刻画, 那么我们就可以对诺特环上的有限生
成模有一个较好的刻画.
给定 Rn 的一组基 B = {b1, . . . , bn} 以及 Rm 的一组基 C = {c1, . . . , cm}, 我们可以将 ψ 写

成矩阵的形式, 即:
(ψ(c1), . . . , ψ(cm)) = (b1, . . . , bn)A

其中 A = (aij) 由如下关系给出:

ψ(cj) =
n∑
i=1

aijbi

为了表示 A 对于基 B,C 的依赖性, 我们通常也记做 [ψ]CB := A. 如果我们能够选取 Rn, Rm 合

适的基 B,C, 使得矩阵 [ψ]CB 有尽可能简单的形式, 从而我们可以得到我们期待的结果. 幸运的
是, 当 R 是主理想整环的时候, 确实有如此好的事情.

注记. 由于 ψ ◦ ϕ = 0, 从而
n∑
i=1

aijψ(bi) = 0

并且由于 {ψ(b1), . . . ψ(bn)}生成了M ,因此我们可以将M 视作是由 {ψ(b1), . . . ψ(bn)}生成,并
且满足上述关系.
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从现在开始到本节结束, 除非特殊说明, 我们总假设 R 是指主理想整环.

定理 10.2.8. 给定 R-模同态 ψ : Rm → Rn, 我们可以选出 Rm, Rn 的基使得 ψ 在这些基下的

表达式为

[ψ]CB =



d1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 d2 · · · 0 0 · · · 0
...

... . . . ...
...

...
...

0 0 · · · ds 0 · · · 0

0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0


n×m

其中 d1 | d2 | · · · | ds.

推论 10.2.9. 如果 M 是有限生成 R-模, 则

M ∼= R/(d1)⊕R/(d2)⊕ · · · ⊕R/(ds)⊕Rn−s

其中 d1 | d2 | · · · | ds.

定理 10.2.10. 给定有限生成 R-模 M , 如果 (d1) 6= R, 我们有 d1, . . . , ds 被 M 完全决定. 此时
(d1, . . . , ds) 称为 M 的不变因子组.

例子. Z/2Z⊕ Z/3Z ∼= Z/6Z, 即此时 d1 = 6.

例子. Z/2Z⊕ Z/3Z⊕ Z/9Z ∼= Z/3Z⊕ Z/18Z, 此时 d1 = 3, d2 = 18.

定理10.2.810.2.8的证明. 首先给定 Rn, Rm 的基 B,C, 并且令 B′ = BP,C ′ = CQ, 那么有

[ψ]C
′

B′ = P−1[ψ]CBQ

这是 ψ 在基变换下的变换公式. 回忆我们在线性空间的时候, 我们可以通过初等行列变换来得
到矩阵的相抵标准型, 这里我们要做类似的事情. 给定矩阵非零矩阵

A =


a11 a12 . . .

a21
...


首先我们假设 R 是欧几里德整环, 其上的带有的函数记做 σ.

1. 第一步: 通过变换行与列, 我们可以选取 a11 使得 σ(a11) = mini,j{σ(aij) | aij 6= 0}
2. 第二步: 通过带余除法, 我们可以做到 σ(a1i) < σ(a11), σ(a1j) < σ(a11), 对任意的 i =

2, . . . ,m, j = 2, . . . , n.
3. 此时再重复上述一、二两个步骤, 经过有限次行列变换之后, 我们可以得到 a11 6= 0, a1i =

a1j = 0, 对任意的 i = 2, . . . ,m, j = 2, . . . , n 成立. 即此时有:
a11 0 . . . 0

0
...
0
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4. 第三步: 此时我们需要 a11 可以整除右下角的 (n− 1)× (m− 1) 阶的子矩阵中每一个元素.
如果不然, 不妨假设 a11 ∤ ai2, 我们不妨将第 i 行加到第一行得到

a11 ai2 . . . ain

0
...
0


此时再重复第一、二步即可.

5. 通过归纳假设, 我们可以得到经过有限次行列变换之后, A 的相抵标准型为我们期待的结
果.
对于 R 是主理想整环的时候, 我们不能再进行辗转相除法, 但是整体上的思路是几乎一致

的:
1. 第一步: 通过变换行与列, 我们可以选取 a11 6= 0.
2. 第二步: 当 i ≥ 2 时, 我们考虑如下两种情况:

(a) 如果 (a1i) ⊂ (a11), 那么直接通过行列变换将 a1i 消去;

(b) 如果 (a1i) ⊊ (a11), 那么考虑 (a11, a1i) 生成的主理想 (d), 此时有

d = ka11 + la1i

a11 = md

a1i = nd

其中 k, l,m, n ∈ R. 考虑 A 右乘 B, 其中 B 是 (1, 1), (1, i), (i, 1), (i, i) 元分别为

k,−n, l,m, j 6= 2 的时候 (j, j) 元为 1, 其余都为零的可逆矩阵. 如果用 A′ 去记这

个新得到的矩阵, 即 a′11 = d, 那么我们有 (a′11) ⊋ (a11). 如果还存在 i ≥ 2 使得

(a′1i) ⊊ (a′11), 则不断重复上述操作, 由于升链总会稳定, 因此在有限步行列变换之后
我们一定可以得到一个矩阵, 使得第一行除了 (1, 1) 元以外都是零; 同样的可以对列
做同样的事情, 最终可以得到 

a11 0 . . . 0

0
...
0


3. 第三步: 同之前.

注记. 在主理想整环证明的情形, 我们实际上也可以找一个函数来替代欧几里德整环情形下的
σ: 给定 r ∈ R, 我们用 σ(r) 记 r 的素因子分解中的素因子个数. 此时我们需要一个类似辗转相
除的操作来使得进行这个操作后得到的元素满足函数 σ 在其上的值严格小于操作前. 这实际上
是我们在第二步 (b) 中的操作: 假设 (a1i) ⊊ (a11), 我们可以找到一个可逆矩阵 B′ 使得 AB′ 的

(1, i) 元为 a1i, a11 的最大公因子 d, 显然 d 的素因子分解的素因子个数严格小于 a1i, 这便达成
了我们的要求.
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定义 10.2.11. 如果 R 是一个整环, 给定 R-模 M , 其挠子模 (torsion submodule)定义为:

Mtor := {m ∈M |存在 r ∈ R\{0} 使得 rm = 0}

注记. 可以根据定义直接验证 Mtor 是一个子模.

给定一个有限生成 R-模 M , 首先我们可以将其分解为

M = R/(d1)⊕ · · · ⊕R/(ds)⊕Rn−s

我们现在的目的在于说明如果 (d1) 6= R, d1, . . . , ds 是被 M 唯一决定的. 首先从上述同构可以
看出 Mtor

∼= R/(d1)⊕ · · · ⊕R/(ds), 即我们有如下短正合列:

0→Mtor →M → Rn−s → 0

此时我们有 s 是内蕴的, 即 s 由 M 唯一决定. 为了想要进一步说明 d1, . . . , ds 都由 M 决定, 我
们需要考虑更精细的结构.

定义 10.2.12. 给定一般的环 R, R-模 M 被称为循环模 (cyclic module), 如果存在下述正合列:

R→M → 0

命题 10.2.13. 假设 R-模 M 是循环模, 则有如下分解

M ∼= R/(pn1
1 )⊕ · · · ⊕R/(pnk

k )

其中 p1, . . . , pk 是互不相同的素元.

证明: 由于 R-模 M 是循环模, R 是主理想整环, 从而 M ∼= R/(d), d 6= 0, 将 d 做如下分解:

d = pn1
1 . . . pnk

k

其中 p1, . . . , pk 是不同的素元, 再利用中国剩余定理即可.

现在回到我们的情况, 假设 R-模 M 有如下同构

M ∼= R/(d1)⊕ · · · ⊕R/(ds)

我们可以对 ds 做如下分解:
ds = p

n1,s

1 . . . p
nk,s

k

其中 ni,s ≥ 1, 1 ≤ i ≤ k. 由于有整除关系，我们可知对任意的 1 ≤ r ≤ s, 我们有

dr = p
n1,r

1 . . . p
nk,r

k

其中 0 ≤ ni,1 ≤ · · · ≤ ni,r ≤ · · · ≤ ni,s, 1 ≤ i ≤ k. 从而我们有如下分解

M ∼= R/(p
n1,1

1 )⊕ · · · ⊕R/(pnk,1

k )

⊕R/(pn1,2

1 )⊕ · · · ⊕R/(pnk,2

k )

. . .

⊕R/(pn1,s

1 )⊕ · · · ⊕R/(pnk,s

k )

(10.2.1)

我们称 {pni,r

i | ni,r ≥ 1} 为 M 的初等因子.
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命题 10.2.14. 给定 R-模 M , 其初等因子组与不变因子组之间可以相互决定.

证明: 与线性代数的时候情形相同.

定义 10.2.15. R 是一个整环, 给定环 R 的一个素元 p 以及 R-模 M , 其 p-挠子模 (p-torsion
submodule)定义为:

M(p) := {m ∈M |存在 n ∈ Z≥1 使得 pnm = 0}

注记. 可以根据定义直接验证 M(p) 是一个子模.

命题 10.2.16. 分解10.2.110.2.1可以被写成

M ∼=M(p1) ⊕ · · · ⊕M(ps)

证明: 任取 m = m1 + · · ·+ms, 其中 mi ∈ R/(p
ni,1

i )⊕ · · · ⊕R/(pni,s

i ). 如果 m ∈M(p1), 那么存
在 n ∈ Z≥1 使得

pn1m = 0

这意味着 pn1mi = 0 对每一个 i 都成立. 现在假设 i ≥ 2, 我们把 mi 更详细的写成 mi =

mi,1 + · · ·+mi,s, 其中 mi,r ∈ R/(p
ni,r

i ). 那么有

pn1 (mi,1 + · · ·+mi,s) = 0

意味着 pn1mi,r = 0 对 1 ≤ r ≤ s 都成立. 由于 p1 和 pi, i ≥ 2 互素可知 mi,r = 0, 即此时有
m ∈ R/(pn1,1

1 )⊕ · · · ⊕R/(pn1,s

1 ), 即

M(p1) ⊆ R/(p
n1,1

1 )⊕ · · · ⊕R/(pn1,s

1 )

反包含关系是显然的, 从而我们有

M(p1) = R/(p
n1,1

1 )⊕ · · · ⊕R/(pn1,s

1 )

即

M ∼=M(p1) ⊕ · · · ⊕M(ps)

上述结果表明 M 的初等因子组可以由 M(pi) 的分解来决定, 那么问题在于我们如何确定出
每一个 M(pi) 该如何分解呢？

例如我们先考虑下述简单的例子:

M ∼= Z/(p2)⊕ Z/(p)⊕ Z/(p)

其中 p 是一个素数. 我们现在想定义一个内蕴的量来区分 p 和 p2, 自然的想法如下:

定义 10.2.17. R 是一个一般的环, p 是 R 的一个素元, M 是一个 R-模, 我们定义如下子模

M [p] := {m ∈M | pm = 0}

并且不难发现 M [p] 上存在 R/(p)-模结构.
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特别地, 当 R 是主理想整环, p 是 R 的素元时, R/(p) 是一个域, 即此时 M [p] 是一个线性

空间, 并且
dimR/(p)M [p]

完全由 M 本身决定, 例如在上面的例子中, 可以直接看出 M [p] = Z/(p)⊕ Z/(p)⊕ Z/(p), 此时
M [p] 作为 Z/(p)-线性空间的维数为 3.

命题 10.2.18. 假设 R-模 M 同构于

M ∼= R/(pn1)⊕ . . . R/(pns)

其中 p 是 R 的素元, n1 ≤ · · · ≤ ns, 那么 M [p] ∼= (R/(p))⊕s.

到这里实际上我们几乎已经解决了我们的问题. 类似地我们可以定义 M [p2] 等等, 从 M ∼=
Z/(p2)⊕Z/(p)⊕Z/(p)我们可以看出 dimZ/(p)M 确定了 ≥ 1的 nr 的个数,同样的 dimZ/(p2)M

确定了 ≥ 2 的 nr 的个数.
因此对于 R-模 M , 如果我们想要确定其初等因子组 {pni,r

i | ni,r ≥ 1}, 我们只要对每一个可
能的 pi 不断计算 M [pi],M [p2i ], . . . 的维数, 我们就可以从 M 确定其初等因子组. 再由于初等因
子组可以唯一确定不变因子组, 至此我们证明了定理10.2.1010.2.10.

定义 10.2.19. 如果 R 是一个整环, R-模 M 被称为无挠的, 如果 Mtor = 0.

推论 10.2.20. M 是有限生成 R-模, R 是主理想整环11, 则 M 无挠等价于 M 自由.

推论 10.2.21 (有限阿贝尔群的结构定理). M 是有限生成阿贝尔群, 则有

M ∼= Z/d1Z⊕ · · · ⊕ Z/dsZ⊕ Zl

其中 2 ≤ d1 | · · · | ds, l ≥ 0, 并且这些数由 M 唯一决定.

10.3 若尔当标准型

另一个主理想整环上有限生成模的结构定理的重要的应用, 就是用这个观点重新看我们在
线性代数中所学过的事情. F 是一个域, 给定有限维 F-线性空间 V 以及其上的线性变换 T , 我
们如下给 V 一个 F[λ]-模结构:

F[λ]× V → V

(f(x), v) 7→ f(T )v

记做 (V, T ). 此时 V 作为 F[λ]-模也是有限生成的. 对于另一个线性变换 T ′, 称 (V, T ) 和 (V, T ′)

是等价的, 如果他们作为 F[λ]-模是同构的.

命题 10.3.1. 如果记 T, T ′ 在 V 的一组基 B 下的矩阵表示分别为 [T ]B, [T
′]B, 那么 (V, T ) 于

(V, T ′) 等价当且仅当 [T ]B 和 [T ′]B 相似.

证明: 根据定义直接验证.
1虽然在本节开头已经声明如无特殊声明 R 都是主理想整环, 但在这里我们还是依然强调这个事实.
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推论 10.3.2. 我们有如下一一对应:

{域 F 上 n 阶矩阵的相似类} 1−1⇐⇒ {dimF V = n, V 上 F[λ]-模结构的同构类}

现在我们只需要应用我们的结构定理去给出 F[x]-模同构类的倩况, 从而给出 n 阶矩阵相似

类的情况. 先给定 V 的一组基 B = {v1, . . . , vn}, 并用矩阵 [T ]B 来记 T 在这组基下的矩阵. 由
于作为 F-模, V 可以由 B 生成, 从而作为 F[λ]-模, V 也可以由 B 生成. 由于

λ · (v1, . . . , vn) = (v1, . . . , vn) [T ]B

从而我们有

(
λI − [T ]tB

)
v1
...
vn

 = 0 (10.3.1)

其中 [T ]tB 表示 [T ]B 的转置, 这是 V 作为 F[λ]-模生成元所满足的关系. 现在我们可以得到我们
的第一个结论.

推论 10.3.3 (Cayley-Hamilton). 给定线性空间 V 上的线性变换 T , 并且 T 在基 B 下的矩阵

表示为 [T ]B, T 的特征多项式 f(λ) 定义为 det(λI − [T ]B), 那么 f([T ]B) = 0

证明: 将式 (10.3.110.3.1) 左乘 (λI − [T ]tB) 的伴随矩阵 (λI − [T ]tB)
∗, 则有

(det(λI −At))I


v1
...
vn

 = 0

这意味着 (det(λI − [T ]tB))vi = 0 对任意的 i = 1, . . . , n 都成立, 即任取 v ∈ V , 有 (det(λI −
[T ]tB))v = 0, 从而 det(λI − [T ]tB) = 0. 再由于行列式在转置下不变, 则有 f([T ]B) = 0.

另一方面, 根据注记10.210.2, 可知只要将
(
λI − [T ]tB

)
通过行列变换化为

d1 0 · · · 0 0 · · · 0

0 d2 · · · 0 0 · · · 0
...

... . . . ...
...

...
...

0 0 · · · ds 0 · · · 0

0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0


n×n

的形式, 则有 V 作为 F[λ]-模同构于

F[λ]/ (d1)⊕ · · · ⊕ F[λ]/ (ds)⊕ (F[λ])n−s

其中 d1| · · · |ds 是首一多项式. 由于 F[λ] 作为 F-线性空间是无穷维的，而 V 作为 F-线性空间
是有限维的, 从而一定有 n = s. 即作为 F[λ]-模有如下同构

V ∼=
n⊕
i=1

F[λ]/(di)
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并且可以发现 T 的特征多项式 f(λ) 等于
∏n
i=1 di. 注意到任取 v ∈ V , dn([T ]B)v = 0, 从而

f([T ]B) = 0, 这便又给出了 Cayley-Hamilton 定理的另一个证明. 这些 {di}ni=1 就是在线性代数

中所学到的线性变换 T 的不变因子组, 并且 dn 叫做 T 的极小多项式.

命题 10.3.4.
{f ∈ F[λ] | f(T ) = 0} = (dn)

证明: 从上述分解即得.

由于不变因子组 {dn}ni=1 可能存在常多项式, 不妨假设从 i ≥ k 开始 di 不是常多项式, 并且
假设 di = xni+ani−1x

ni−1+ · · ·+a0,那么 F[λ]/ (di)视作 F-线性空间有一组基
{
1, x, . . . , xni−1

}
,

并且

T
(
1, x, . . . , xni−1

)
=
(
1, x, . . . , xni−1

)
Ai

其中 Ai 是 di 的友阵. 因此我们可以找到 V 的一组基使得 T 在这组基下的矩阵为分块对角矩

阵 diag {Ak, . . . , An}, 其中 Ai 是 di 的友阵, 这叫作 T 的有理标准型.
如果此时我们考虑域 F是复数域 C,那么我们不妨记 di =

∏l
j=1 p

nij

j ,其中 p
nij

j = (λ−λj)nij .
那么我们则有

C[λ]/(di) =
l⊕

j=1

C[λ]/(λ− λj)nij

对于每一个因子 C[λ]/(λ− λj)nij 来说, 其有如下的一组 C-基,

1, λ− λj , . . . , (λ− λj)nij−1

并且不难发现

λ ·


1

λ− λj
...

(λ− λj)nij−1

 = Jλj (nij)


1

λ− λj
...

(λ− λj)nij−1


其中

Jλi(nij) =



λj 1

λj 1
. . . . . .

λj 1

λj


nij×nij

被称为 Jordan 块, 并且从这里可以直接看出 λj 是 T 的一个特征值. 并且我们可以找到一组基,
使得 T 在这组基下的矩阵为分块对角矩阵, 并且每一个分块都是 Jordan 块, 这就是在线性代数
中所学过的 Jordan 分解. 并且注意到 T 是可对角化的当且仅当每一个 nij = 1, 即 dn 没有重

根.

推论 10.3.5. 线性变换 T 可对角化当且仅当其极小多项式没有重根.
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10.4 作业九

练习. 证明在 R-模 M 中 (−1)m = −m.

练习. 证明一个环的理想在环的乘法下做成环上的模.

练习. Artin, Chapter 14, 1.2

练习. Artin, Chapter 14, 1.4

练习. Artin, Chapter 14, 2.1

练习. Artin, Chapter 14, 2.2

练习. Artin, Chapter 14, 2.4

练习. 假设 Cayley-Hamilton theorem 对任意域成立, 证明 Cayley-Hamilton theorem 对任意环
R 成立. 即对于 A ∈Mn(R), 以及其特征多项式 f(λ) = det(λI−M) = λn+sn−1λ

n−1 · · ·+s0 ∈
R[λ]. 证明 f(A) = 0.

练习. 特征多项式的系数可以定义函数 si : Mn(R)→ R. 证明 si satisfies si(AB) = si(BA).

练习. Artin, Chapter 14, 6.1

练习. Artin, Chapter 14, 6.2

练习. 假设 A ∈M3(Q), 并且 A5 = I, 找出所有可能的 A.

练习. 对于 A ∈Mn(F ), 用 D ⊂Mn(F ) 记所有与 A 交换的矩阵.
1. 对 A 的初等因子提什么条件, 有 D 仅由 A 的多项式组成? 找出一个充分必要条件.
2. 对 A 的初等因子提什么条件, 任何非零的 B ∈ D 都可逆? 找出一个充分必要条件.

练习. (丘赛 2011) 令 V 是一个有限维 R 线性空间, T : V → V 是一个线性变换, 满足
1. T 的极小多项式不可约.
2. 存在 v ∈ V 使得 {T iv | i ≥ 0} 张成 V .

证明 V 不含有非平凡的 T -不变子空间.

练习. 令 T 是线性空间 V 上的线性变换, 对其初等因子提什么要求, 可以使得对任何 T 不变的

的子空间 W , 存在 T 不变子空间 W ′ 满足 W ⊕W ‘ = V .

练习. (Harvard Qualifying exam 1996) 令 M ∈ Mn(C) 是一个复矩阵, 并且相似于其共轭, 即
存在 g ∈ GLn(C) 使得 M̄ = gMg−1. 证明 M 相似于一个实矩阵.

练习. 证明两个 Q 上的矩阵 A,B 在 Mn(Q) 中相似当且仅当它们在 Mn(C) 中相似.

练习. 1. 证明如果 A ∈Mn(C) 可逆, 则其平方根存在.
2. 对于 n ≥ 2, 给出一个例子 A ∈Mn(C) 使得其平方根不存在.

练习. 令 A ∈Mn(F ), 其中 F 是一个域, 证明 A 与 A 的转置相似.
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练习. 证明 Q/Z 作为 Z-模不是有限生成的, 对于 C(t)/C[t] 作为 C[t]-模呢?

练习. 令 M 是一个 R-模, N ⊂M 是其子模. 证明 M ∼= N ⊕ (M/N), 如果 M/N 是一个自由

R-模.

练习. 给出一个非诺特环的例子.

练习. 令 R 是虚二次数域的代数整数环, 如果一个 R-模由 n 个元素生成, 那么它的子模需要多
少生成元? 尝试去给出最少需要生成元个数的估计.

练习. Artin, Chapter 14, M.8

练习. 一个模被称为循环模, 如果其由一个元素生成. 分类所有循环 R[x]-模.

10.5 作业十

练习. Artin, Chapter 14, 7.3

练习. Artin, Chapter 14, 7.7

练习. Artin, Chapter 14, 7.8

练习. Artin, Chapter 14, 7.9

练习. 令 G 是一个有限阿贝尔群, d 是其元素的最大阶数. 证明 G 中所有元素的阶都整除 d.
利用这个事实去证明域 F 的乘法群 F× 的任何有限子群都是循环的.

练习. Artin, Chapter 14, 8.1

练习. Artin, Chapter 14, 8.2

练习. Artin, Chapter 14, 8.4.(注意，这里表示矩阵（presentation matrix）是将生成元的每条关
系的系数按行向量排在一起的矩阵，如果是 n 个生成元，m 条关系，则该矩阵为 m× n 矩阵.)

练习. Artin, Chapter 14, 8.6

练习. 令 G = GL(3,F2).
1. G 有多少共轭类?
2. 证明 G 只有两个大小为 24 的共轭类.

练习. 证明对于有限生成 Z[
√
−5]-模, 无挠不等价于自由.

练习. 找出 Z/27× (Z/9)2 × (Z/3)3 阶为 27 的子群的个数.

练习. 1. 对于 Z-模 M ∼= Z/9⊕ Z/3⊕ Z/3, 找出满足 M1
∼= Z/9,M2

∼= Z/3,M3
∼= Z/3 使得

M =M1 ⊕M2 ⊕M3, 这样三元组的个数.
2. (思考题，比较复杂，学有余力且觉得这个问题有趣时选做) 对于一般主理想整环上的模

M , 我们知道 M 同构于循环模 R/(p
nij

i ) 的直和, 其中 p
nij

i 是初等因子, 那么有多少组 M

的循环子模实现了这种直和？例如对有限阿贝尔群的情形做一般的计算.
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练习. 1. 证明欧几里德整环上的任何可逆矩阵都是初等矩阵的乘积.
2. (思考题，比较复杂，学有余力且觉得这个问题有趣时选做) 证明第一条对 R = Z[

√
−19+1
2 ]

不成立. 见: Cohn, P. M. (1966). On the structure of the GL2 of a ring. Publications
Mathématiques de l’IHÉS, 30, 5-53.

练习.

定义 10.5.1. 令 R 是一个主理想整环, A ∈ Mm×n(R). 第 i1, i2, · · · , ik 行和第 j1, j2, · · · , jk 列
组成的子矩阵的行列式被称为 A 的一个 k × k 子式. 所有 k × k 子式的最大公因子被称为行列
式因子 ak.

1. 当 R 是欧几里德整环时, 证明 ak 不随着 A 左乘或右乘可逆矩阵而改变.
2. (选做, 不用交) 证明上述论断对 R 是主理想整环时也成立.
3. 证明行列式因子与不变因子彼此决定.

练习. 一个模被称为半单的如果它是一些单模的直和. 令 R 是一个主理想整环, 分类所有的有
限生成半单 R-模. 并且证明任何半单模的子模都是半单的.

练习 (选做题, 比较复杂，学有余力且觉得这个问题有趣时选做). 试分类 R = Z[
√
−5] 上的有限

生成模.
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第四部分

二次型
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第十一章 双线性型

现在我们开始研究域上的双线性型. 如果不加特殊说明, 在本部分中我们总是假设 F 是特
征不为 2 的域, V,W 是 F-线性空间.

11.1 双线性型与格拉姆矩阵

定义 11.1.1. F-线性空间 V 的对偶空间 (dual space)定义为

V ∗ := HomF(V, F ) = {f : V → F是 F-线性映射}

我们有如下自然的配对:
g : V ∗ × V → F

(f, v) 7→ f(v)

并且这个配对是双线性的, 即
1. 固定 f ∈ V ∗, 任取 v1, v2 ∈ V 有 f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2); 任取 λ ∈ F, v ∈ V , 有
f(λv) = λf(v).

2. 固定 v ∈ V , 任取 f1, f2 ∈ V 有 (f1 + f2)v = f1(v) + f2(v); 任取 λ ∈ F, f ∈ V ∗, 有
f(λv) = λf(v).

命题 11.1.2. 我们有如下典范的同构
(V ∗)∗ ∼= V

证明: 考虑配对 g : V ∗ × V → F 给出的如下同构

lg : V → (V ∗)∗

v 7→ g(v, -)

定义 11.1.3. 给定 F-线性空间 V,W , 映射 f : V ×W → F 被称为双线性的 (bilinear), 如果
1. f(v1 + v2, w) = f(v1, w) + f(v2, w) 对任意的 v1, v2 ∈ V,w ∈W 成立.
2. f(λv,w) = λf(v, w) 对任意的 v ∈ V,w ∈W,λ ∈ F 成立.
3. f(v, w1 + w2) = f(v, w1) + f(v, w2) 对任意的 v,∈ V,w1, w2 ∈W 成立.
4. f(v, λw) = λf(v, w) 对任意的 v ∈ V,w ∈W,λ ∈ F 成立.
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给定一个双线性映射 f : V ×W → F, 固定 w ∈W , 则可以得到线性映射

fw : V → F

v 7→ f(v, w)

即 fw ∈ V ∗, 从而有如下线性映射
W → V ∗

w 7→ fw

推论 11.1.4. 我们有如下一一对应:

{双线性映射f : V ×W → F} 1−1⇐⇒ HomF(W,V
∗)

证明: 给定 ϕ :W → V ∗ 是线性映射, 考虑如下映射即可

f(v, w) := (ϕ(w))(v)

定义 11.1.5. F-线性空间 V 上的一个双线性型 (bilinear form)指的是双线性映射 f : V ×V → F.

由于 V 上的一个双线性型等价于 HomF(V, V
∗) 中的一个元素, 因此我们可以通过取定

V, V ∗的基来研究双线性型对应的矩阵来研究双线性型. 考虑如下的基: 给定 V 一族基 {e1, . . . , en},
考虑 V ∗ 中的元素 e∗1, . . . , e

∗
n, 定义为

e∗i (ej) = δij =

1, i = j

0, i 6= j

我们断言 {e∗1, . . . , e∗n} 构成了 V ∗ 的一组基, 称做 {e1, . . . , en} 的对偶基.
1. {e∗1, . . . , e∗n} 张成 V ∗: 任取 f : V → F, 令 ai = f(ei), 则 f =

∑n
i=1 a

ie∗i , 因为对任意的 ej

我们都有

(f −
n∑
i=1

aie
∗
i )(ej) = aj − aj = 0

2. {e∗1, . . . , e∗n} 线性无关: 假设
∑n

i=1 aie
∗
i = 0, 那么对任意的 j 有

0 =
n∑
i=1

aie
∗
i (ej) = aj

现在我们要看一下对偶基在基变换下的表现: 假设 {e1, . . . , en}, {v1, . . . , vn} 是 V 的两组

基, 并且
(e1, . . . , en) = (v1, . . . , vn)P

其中 P 是 n× n 矩阵.

命题 11.1.6.
(e∗1, . . . , e

∗
n) = (v∗1, . . . , v

∗
n)(P

t)−1
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证明: 注意到 vi 是 (e1, . . . , en)P
−1 的第 i 个列向量, 从而

vi =
n∑
k=1

(P−1)kiek

即 e∗j (vi) = (P−1)ji. 因此

e∗j =

n∑
i=1

(P−1)jiv
∗
i

即

(e∗1, . . . , e
∗
n) = (v∗1, . . . , v

∗
n)(P

t)−1

定义 11.1.7. 假设 B = {v1, . . . , vn} 是 V 的一组基, V 上双线性型 g 对于基 B 的格拉姆矩阵

(gram matrix)定义为
GB = (g(vi, vj))n×n

命题 11.1.8. F-线性空间 V 上的双线性型一一对应于 Mn(F), 其中对应由格拉姆矩阵给出.

证明: 给定双线性型 g,显然它的格拉姆矩阵是 n×n矩阵;另一方面,给定 n×n矩阵 (g(vi, vj)),
任取 v, w ∈ V , 写作

v =
n∑
i=1

xivi

w =
n∑
j−1

yjvj

那么定义双线性型 g 如下

g(v, w) = g(

n∑
i=1

xivi,

n∑
j=1

yjvj)

=

n∑
i,j=1

xig(vi, vj)yj

= (x1, . . . , xn)GB


y1
...
yn


并且不难看出这个对应是个双射.

命题 11.1.9. 若 (e1, . . . , en) = (v1, . . . , vn)P , 那么

GB′ = P tGBP

证明: 注意到
(GB′)ij = g(ei, ej)

= g(

n∑
k=1

pikvk,

n∑
l=1

pjlvl)

=
n∑

k,l=1

pikpjlg(vk, vl)

= (P tGBP )ij
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命题 11.1.10. 给定 F-线性空间 V 上的双线性型 g, 我们用如下符号去记如下两个线性映射:

lg : V → V ∗

v 7→ g(v, -)

rg : V → V ∗

v 7→ g(-, v)

则
[lg]

B∗
B = GtB

[rg]
B∗
B = GB

证明: 直接验证则有
(lg(vi))(vj) = gvj ,vi = (GB)ji

(rg(vi))(vj) = gvi,vj = (GB)ij

11.2 对称、反对称双线性型与厄尔米特型

我们之后将主要关心如下三种双线性型.

定义 11.2.1. 双线性型 g 被称为是对称的 (symmetric), 如果 g(v1, v2) = g(v2, v1), 对任意的
v1, v2 ∈ V 成立.

定义 11.2.2. 双线性型 g 被称为是反对称的 (skew-symmtric), 如果 g(v1, v2) = −g(v2, v1), 对
任意的 v1, v2 ∈ V 成立.

定义 11.2.3. 如果 F 上带有如下自同构:

σ : F→ F

a 7→ a

满足 σ2 = id. V 上的一个双线性型 g 被称为一个厄尔米特型 (Hermitian form), 如果 g 对第一

分量线性, 对第二个分量 σ 线性.

注记. 上述三种双线性型可以用格拉姆矩阵如下刻画:
1. g 是对称双线性型当且仅当格拉姆矩阵是对称矩阵;
2. g 是反对称双线性型当且仅当格拉姆矩阵是反对称矩阵;
3. g 是厄尔米特型当且仅当格拉姆矩阵 GB 满足 GB = GtB.

命题 11.2.4. 对于双线性型 g, 如下三条等价:
1. GB 是可逆的;
2. rg 是同构;
3. lg 是同构.

满足这样条件的 g 被称为非退化的 (non-degenerate).

而对于一般的情况, 我们需要有一种量来刻画 g 与非退化情况相差的程度.
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命题 11.2.5. 对于双线性型 g, 我们有

ker rg = ker lg

证明: 直接如下验证:
ker rg = {v ∈ V | rg(v) = 0}

= {v ∈ V | g(-, v) = 0}

= {v ∈ V | g(w, v) = 0, ∀w ∈ V }

= {v ∈ V | g(v, w) = 0, ∀w ∈ V }

= {v ∈ V | g(v, -) = 0}

= ker lg

定义 11.2.6. 对于双线性型 g, 其核定义为

ker g := ker rg = ker lg

注记. 对于双线性型 g, 其可以诱导如下的双线性型

g : V / ker g × V / ker g → F

g(v1, v1) 7→ g(v1, v2)

不难发现双线性型 g 是非退化的.

定义 11.2.7. 给定 V 的一个子空间W , W 在双线性型 g下的正交补 (orthogonal complement)定
义为

W⊥ := {v ∈ V | g(v, w) = 0, ∀w ∈W}

定义 11.2.8. 给定 V 的两个子空间 V1, V2, 称 V 是 V1, V2 在双线性型 g 下正交直和, 记做
V = V1 ⊥ V2, 如果

1. V = V1 ⊕ V2;
2. g(v1, v2) = 0 对任意的 v1 ∈ V1, v2 ∈ V2 成立.

命题 11.2.9. g 是 V 上的双线性型, W 是 V 的子空间, 则如下叙述等价:
1. V =W ⊥W⊥;
2. g|W :W ×W → F 非退化;
3. g|W⊥ :W⊥ ×W⊥ → F 非退化.

证明: 我们首先断言如果 g 非退化, 则

dimW⊥ = dimV − dimW

因为当 g 非退化时, lg : V → V ∗ 是一个同构. 并且嵌入 i : W → V 给出了满射 i∗ : W ∗ → V ∗,
从而有如下满射:

V
rg−→ V ∗ i∗−→W ∗
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注意到 ker(i∗rg) =W⊥, 从而有

dimW⊥ = dimV − dimW ∗ = dimV − dimW

并且由于 W,W⊥ 已经自然满足正交直和的第二个条件, 所以 V = W ⊥ W⊥ 等价于 V =

W ⊕W⊥, 这等价于 W ∩W⊥ = {0}. 并且注意到 ker(rg|W ) = W ∩W⊥, 因此 W ∩W⊥ = {0}
等价于 rg|W 是同构, 即 g|W 上是非退化的; 用一样的论断可以 W ∩W⊥ = {0} 等价于 rg|W⊥

是同构.

注记. 对一般的双线性型 g 来说, 我们只有 W ⊂ (W⊥)⊥.

11.3 对称双线性型与厄尔米特型的分类

本节的目的在于对特殊的 F 去分类 F-线性空间 V 上的对称双线性型以及厄尔米特型, 对
于更一般的情形将在之后 Witt 理论的部分讲述. 当然, 分类是在如下等距同构的意义下.

定义 11.3.1. 给定 (V1, g1), (V2, g2), 一个等距同构 (isometry)指的是一个线性同构 f : V1 → V2,
满足

g2(f(v), f(w)) = g1(v, w)

对任意 v, w ∈ V1.

注记. 如果 V 对于双线性型 g 可以写成正交直和分解 V = V1 ⊥ V2, 那么实际上我们有如下的
等距同构

(V, g) ∼= (V1 ⊕ V2, g1 ⊕ g2)

其中 gi, i = 1, 2 是 g 限制在 Vi 上得到的.

根据命题11.2.911.2.9, 如果我们可以找到 V 的一个子空间 W , 使得 g 限制在其上是非退化的, 那
么我们就可以将 V 进行正交直和分解 V = W ⊥ W⊥, 即我们可以把 g 写成两个双线性型直和

的形式, 这可以帮助我们进行分类.
V 最简单的 (非平凡) 子空间当然是一维的子空间, 任取 v ∈ V 考虑 W = span{v}, 那么

g|W 是否非退化取决于 g(v, v) 是否为零.

定义 11.3.2. q : V → F 是一个线性函数, q 被称为一个二次型 (quadratic form), 如果存在一个
对称双线性型 g 使得 q(v) = g(v, v).

命题 11.3.3. 对于对称双线性型 g, 有

g(v + w, v + w)− g(v, v)− g(w,w) = 2g(v, w)

证明: 显然.

推论 11.3.4. 二次型 q 如下决定了一个双线性型

g(v, w) :=
1

2
(q(v + w)− q(v)− q(w))

定义 11.3.5. (V, g) 的一组基 {v1, . . . , vn} 被称为是正交基, 如果对任意 i 6= j 有 g(vi, vj) = 0.
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定理 11.3.6. 如果 V 是一个 F-线性空间, g 是其上的一个对称双线性型, 那么 (V, g) 存在正交

基.

证明: 我们不妨假设 g 是非退化的, 那么一定存在 v ∈ V 使得 g(v, v) 6= 0, 否则 g 对应的二次型

q 恒为零, 再根据推论11.3.411.3.4, 可知 g 恒为零. 那么如果记 W = span{v}, 则有 g|W 是非退化的,
即

V =W ⊥W⊥

再对 V 的维数利用归纳法即可.

推论 11.3.7. 如果 g 是非退化的对称双线性型, 任取 v ∈ V 使得 g(v, v) 6= 0, 则 v 可以被延拓

成 V 的一组正交基.

注记. 需要注意的是, 即便是你给出了一些相互正交的向量, 它们也不一定可以延拓成一组正交
基.

在一组正交基下 {v1, . . . , vn}, 对称双线性 g 的格拉姆矩阵是一个对角阵, 这实际上我们已
经完全分类了 g, 因为 g 完全可以由这些对角线上的元素所刻画. 在 F = R 的时候, 我们可以做
的更加具体.

定理 11.3.8 (惯性定理). V 是一个 R-线性空间, g 是其上的对称双线性型, 那么存在一组正交
基 {v1, . . . , vn} 使得

1. g(v1, v1) = · · · = g(vp, vp) = 1;
2. g(vp+1, vp+1) = · · · = g(vp+q, vp+q) = −1;
3. g(vp+q+1, vp+q+1) = · · · = g(vn, vn) = 0.

其中 (p, q, n− p− q) 由 g 决定.

证明: 存在性是容易的, 因为对于 R-线性空间上的对称双线性型 g, 我们总可以找到正交基, 那
么只需要调整正交基的模长以及顺序即可.
唯一性: 首先 n− p− q 由 g 决定是显然的, 因为 n− p− q = dim(ker g). 为了证明 p 和 q

的唯一性, 我们需要再引入一些概念.

定义 11.3.9. R-线性空间上的对称双线性型 g 被称为

1. 正定的 (positive definite), 如果 g(v, v) > 0 对任意的 v 6= 0 成立, 记做 g > 0.
2. 负定的 (negative definite), 如果 g(v, v) < 0 对任意的 v 6= 0 成立, 记做 g < 0.
3. 半正定的 (semi-positive definite), 如果 g(v, v) ≥ 0 对任意的 v 6= 0 成立, 记做 g ≥ 0.
4. 半负定的 (semi-negative definite), 如果 g(v, v) ≤ 0 对任意的 v 6= 0 成立, 记做 g ≤ 0.

命题 11.3.10. g > 0 当且仅当对任意的正交基 {v1, . . . , vn} 有 g(vi, vi) > 0.

证明: 显然.

下面的命题将完成定理11.3.811.3.8的证明.

命题 11.3.11.
p = max{dimW :W是 V 的子空间, 并且g|W > 0}
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证明: 我们记 p′ = max{dimW |W是 V 的子空间, 并且g|W > 0}. 首先取W = span{v1, . . . , vp},
由于 g|W > 0, 那么有 p ≤ p′. 假设 p′ > p+ 1, 那么存在 W 使得 W ∩ {vp+1, . . . , vn} 6= {0}, 取
0 6= v ∈W ∩ {vp+1, . . . , vn}, 那么

g(v, v) ≤ 0

矛盾.

定义 11.3.12. 由 R-线性空间 V 上的对称双线性型 g 确定的 (p, q, n − p − q) 称为 g 的符号

(signature).

注记. 给定 R-线性空间 V 上的一组基 {v1, . . . , vn} 以及一个对称正定双线性型 g, 我们可以通
过如下的办法得到一组标准正交基 {w1, . . . , wn}, 即 g(wi, wj) = δij . 这被称为格拉姆-施密特正
交化 (Gram–Schmidt process). 为了符号上的简洁, 我们记 ‖v‖ =

√
g(v, v).

w1 =
v1
‖v1‖

w2 =
v2 − g(v2, w1)w1

‖v2 − g(v2, w1)w1‖

w3 =
w3 − g(v3, w1)w1 − g(v3, w2)w2

‖w3 − g(v3, w1)w1 − g(v3, w2)w2‖
...

wn =
vn −

∑n−1
i=1 g(vn, wi)wi

‖vn −
∑n−1

i=1 g(vn, wi)wi‖

可以直接验证这样得到的是 V 的一组标准正交基.

命题 11.3.13. 任取 R-线性空间 V 的一组基 {v1, . . . , vn}, 给定 V 上的一个对称正定双线性型

g, 存在一组标准正交基 {w1, . . . , wn} 使得

(w1, . . . , wn) = (v1, . . . , vn)A

其中 A 是对角线全部大于零的上三角矩阵.

证明: 这就是格拉姆-施密特正交化.

推论 11.3.14 (可逆矩阵的 QR 分解). 给定 n 阶可逆矩阵 M , 存在正交矩阵 Q 以及对角线大于

零的上三角矩阵 R, 使得 M = QR.

对于 F-线性空间 V 上的厄尔米特型 g, 由于它和对称双线性型非常类似, 都满足某种对称
性, 实际上我们可以用上节类似的办法来进行分类. 回忆此时 F 带有一个阶为 2 的自同构 σ, 我
们记

Fσ = {λ ∈ F | σ(λ) = λ}

定义厄尔米特型 g 对应的二次型 q 如下

q(v) := g(v, v)

它是一个从 V 到 Fσ 的线性函数, 因为 g(v, v) = g(v, v).
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命题 11.3.15. q = 0 当且仅当 g = 0

证明: 显然 g = 0 意味着 q = 0. 另一方面, 由于 σ 6= id, 存在 a ∈ F 使得 σ(a) 6= a, 即
b = σ(a)− a 6= 0. 并且 b 满足 σ(b) = −b. 则考虑

g(v + bw, v + bw) = g(v, v) + bbg(w,w) + bg(w, v) + bg(v, w)

= g(v, v)− b2g(w,w) + b(g(w, v)− g(v, w))

g(v + w, v + w) = g(v, v) + g(w,w) + g(w, v) + g(v, w)

从而 q = 0 意味着

g(w, v)− g(v, w) = 0

g(w, v) + g(v, w) = 0

从而有 g = 0.

从而利用与上节完全相同的办法, 有

定理 11.3.16. 如果 V 是一个 F-线性空间, g 是其上的一个厄尔米特型, 那么 (V, g) 存在正交

基.

和 R-线性空间不同的是,在 C中−1可以开平方,从而一定存在一组标准正交基 {v1, . . . , vn}
使得

1. g(v1, v1) = · · · = g(vp, vp) = 1;
2. g(vp+1, vp+1) = · · · = g(vn, vn) = 0.

其中 n− p 是 ker g 的维数.

11.4 反对称双线性型的分类

对于域 F 上线性空间 V 的反对称双线性型 g, 我们有如下的结果.

命题 11.4.1. 存在一组 V 的基使得 g 对于这组基的格拉姆矩阵为如下分块对角矩阵

diag{
(

0 1

−1 0

)
, . . . ,

(
0 1

−1 0

)
, 0, . . . , 0}

证明: 不妨假设 g 是非退化的. 任取 0 6= v ∈ V , 存在 w ∈ V 使得 g(v, w) 6= 0, 显然这样的 w

和 v 是线性无关的, 因为 g(v, v) = 0. 对 w 进行一些标准化处理我们不妨假设 g(v, w) = 1, 那
么 g(w, v) = −1. 考虑由 {v, w} 张成的二维子空间 W , 则有 g|W 的格拉姆矩阵为(

0 1

−1 0

)

是非退化的, 从而 V =W ⊥W⊥, 再利用归纳即可.

注记. 从上面的结果来看, 反对称双线性型 g 的结构相对简单, 并且不依赖于基域的选取（在作
业中已经看到过对于对称双线性型来说, 对一般的域即便是 dimV = 1 的情形双线性型也有非

常丰富的结构).
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推论 11.4.2. 对任意反对称矩阵 A, 存在可逆矩阵 P , 使得

P TAP = diag{
(

0 1

−1 0

)
, . . . ,

(
0 1

−1 0

)
, 0, . . . , 0}

对于反对称矩阵来说, 还有一个有趣的事情可以通过上述标准型来解释. 注意到当矩阵阶数
为奇数的时候, detA 总是零, 所以我们更关心偶数阶的反对称矩阵的行列式应该是什么样子, 经
过如下计算

例子.

A =

(
0 a

−a 0

)
此时 detA = a2.

例子.

A =


0 a b c

−a 0 d e

−b −d 0 f

−c −e −f 0


此时 detA = (af − be+ dc)2.

对于一般的偶数 2n, 由于 det(P TAP ) = 1, 我们总有 detA 是某一个数的平方, 这个数被称
为 A 的普法夫值 (Pfaffian), 记做 pfA. 上面的计算结果说明这个数还是矩阵 A 中分量的组合,
这并非是一个巧合, 我们现在来证明这件事.

我们将反对称矩阵 A = (tij) 看成是环 R = Z[tij ], 1 ≤ i < j ≤ 2n 上的 2n 阶矩阵, 那么自
然也可以看成是其分式域 K(R) 上的矩阵, 从而有

detA = | det(P−1)|2 ∈ K(R)

再利用下面的引理即可:

引理 11.4.3. 如果 R 是唯一分解整环, r ∈ R 是 K(R) 中的平方, 那么 r 也是 R 中的平方.

11.5 作业十一

练习. 令 g 是实线性空间 V 上的双线性型, 证明如果 g 满足 g(x, y) = 0 当且仅当 g(y, x) = 0,
则 g 要么是对称的, 要么是反对称的.

练习. Artin chapter 8 1.1.

练习. 令 F 是一个特征不为 2 的域, 并且其上带有一个阶为 2 的自同构, 记做 σ(z) = z̄. 域论
的结果11告诉我们存在 a ∈ F 使得 σ(a) = −a. 令 g 是 F -线性空间 V 上的一个反对称厄尔米

特型, 即 B(v, w) = −B(w, v), 证明 a · g 是一个厄尔米特型.
1这里我们先承认, 如果你感兴趣的话可以自己尝试证明.
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练习. 令 V 是有限维复线性空间

1. 如果 h 是 V 的一个厄尔米特型, 如果记

h(x, y) = g(x, y) + iω(x, y)

其中 g, ω 是实值的. 证明 g, ω 是 R-双线性的, 并且 g 是对称的, ω 是反对称的.
2. 如果 g : V × V → C 是 R-双线性的. 假设对任意的 x ∈ E, 映射 y 7→ g(x, y) 是 C-线性
的, 并且 R-双线性型

f(x, y) = g(x, y)− g(y, x)

是实值的. 证明存在 V 上的厄尔米特型 h 和对称 C-双线性型 ψ on E 使得 2ig = h+ ψ,
并且 h 和 ψ 都是唯一的.
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第十二章 内积空间上的线性算子

12.1 复内积空间上的自伴随算子与酉算子

定义 12.1.1. 一个带有正定的厄尔米特型 g 的 C-线性空间 V 被称为一个复内积空间, 记做
(V, g).

注记. 为了方便起见, 我们记 〈v, w〉 := g(v, w), v, w ∈ V .

12.1.1 自伴随算子

定义 12.1.2. 给定 V 上的线性变换 T , 任取 w ∈ V , 〈T -, w〉 确定了 V 上的一个线性函数, 那么
存在唯一的 w∗ ∈ V , 使得

〈T -, w〉 = 〈-, w∗〉

定义 T 的伴随 (adjoint)算子 T ∗ : V → V 为 w 7→ w∗.

注记. 如果 g 非退化, 那么
rg : V → V ∗

v 7→ 〈-, v〉

给出了一个同构. 从而任取 w ∈ V , 我们可以找到 w∗ ∈ V , 使得线性函数 〈T -, w〉 = 〈-, w∗〉, 这
就保证了 w∗ 的存在性.

命题 12.1.3. 如上定义的 T ∗ 是一个线性映射, 并有如下的性质:
1. (T1 + T2)

∗ = T ∗
1 + T ∗

2 ;
2. (T ∗)∗ = T ;
3. (λT )∗ = λT ∗;
4. (T1T2)

∗ = (T2)
∗(T1)

∗;

定义 12.1.4. 如果线性变换 T 满足 T = T ∗, 那么称 T 是自伴随的 (self-adjoint).

注记. 如果用格拉姆矩阵的语言来说, T 是自伴随算子当且仅当其格拉姆矩阵是厄尔米特矩阵.

命题 12.1.5. T 是自伴随算子当且仅当 〈Tv, v〉 ∈ R 对任意的 v ∈ V 成立.

证明: 如果 T 是自伴随算子, 那么任取 v ∈ V

〈Tv, v〉 = 〈v, T ∗v〉

= 〈v, Tv〉

= 〈Tv, v〉
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如果 〈Tv, v〉 ∈ R, 那么任取 v ∈ V
〈Tv, v〉 = 〈Tv, v〉

= 〈v, Tv〉

= 〈T ∗v, v〉

即对任意 v ∈ V 有 〈(T − T ∗)v, v〉 = 0. 为了证明 T − T ∗ = 0, 我们需要用到之前用过的一个技
巧, 即极化恒等式: 对于任意的线性变换 A, 我们有

〈A(v + w), A(v + w)〉 = 〈Av, v〉+ 〈Aw,w〉+ 〈Av,w〉+ 〈v,Aw〉

〈A(v + iw), A(v + iw)〉 = 〈Av, v〉 − 〈Aw,w〉 − i〈Av,w〉+ i〈v,Aw〉

从而

〈Av,w〉 = 1

2
〈A(v + w), A(v + w)〉+ i

2
〈A(v + iw), A(v + iw)〉

根据上述观察从而有 〈(T − T ∗)v, w〉 = 0 对任意 v, w ∈ V 成立, 从而有 T = T ∗, 因为 g 是非退

化的.

命题 12.1.6. 如果 T 是自伴随算子, W ⊂ V 是 T 不变子空间, 那么 W⊥ 也是 T 不变子空间.

证明: 任取 v ∈W⊥, w ∈W , 那么

〈Tv,w〉 = 〈v, T ∗w〉 = 〈v, Tw〉 = 0

从而有 Tv ∈W⊥.

推论 12.1.7. 如果 T 是自伴随算子, 那么存在一组 V 的标准正交基 {v1, . . . , vn} 使得 T (vi) =

λivi, i = 1, . . . , n.

证明: 任取 T 的一个特征值 λ 以及对应的单位长度的特征向量 v, 那么 W = span{v} 是 T 不

变子空间, 从而有 W⊥ 也是 T 不变子空间, 从而做归纳即可.

推论 12.1.8. 如果 T 是自伴随算子, 那么 T 可对角化, 特征值全为实数, 并且不同特征值对应
的特征子空间是相互正交的.

证明: 只需要证明特征值全为实数: 任取 T 的特征值 λi, 以及对应的特征向量 vi, 那么

λi〈vi, vi〉 = 〈vi, T ∗vi〉

= 〈Tvi, vi〉

= λi〈vi, vi〉

12.1.2 酉算子

定义 12.1.9. 如果线性变换 T 满足 〈Tv, Tv〉 = 〈v, w〉 对任意的 v, w ∈ V 成立, 那么称 T 为酉

算子 (unitary).
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注记. 用伴随算子的语言来说, T 是酉算子当且仅当 TT ∗ 是恒等, 即酉算子总是可逆的, 其逆为
其伴随算子.

命题 12.1.10. 如果 T 是酉算子, W ⊂ V 是 T 不变子空间, 那么 W⊥ 也是 T 不变子空间.

证明: 任取 v ∈W⊥, w ∈W , 那么

〈Tv,w〉 = 〈Tv, TT−1w〉 = 〈v, T−1w〉 = 0

从而有 Tv ∈W⊥.

推论 12.1.11. 如果 T 是酉算子, 那么 T 可对角化, 特征值满足 λλ = 1, 并且不同特征值对应
的特征子空间是相互正交的.

注记. 实际上, 上述定理被称为谱定理, 并且对正规算子都成立, 其中正规算子的定义如下:

定义 12.1.12. 算子 T 被称为正规算子 (normal operator), 如果 TT ∗ = T ∗T .

12.2 实内积空间上的对称算子与正交算子

这次我们来考虑 V 是 R-线性空间, g 是正定对称双线性型的情况. 任给 V 上的线性变换

A, 同样11的我们可以定义其转置算子 At, 定义由下述方式给出

〈Av,w〉 = 〈v,Atw〉

其中 v, w ∈ V . 并且用格拉姆矩阵的语言来说, 如果 B 是 V 的一组标准正交基, 那么

[A]tB = [At]B

定义 12.2.1. 线性变换 A : V → V 被称为对称算子, 如果 A = At.

定义 12.2.2. 线性变换 A : V → V 被称为正交算子, 如果 A−1 = At.

命题 12.2.3. 如果 A 是对称算子或正交算子, 那么任取 V 的 A-不变子空间 W , W⊥ 也是 A-不
变子空间.

证明: 同之前.

回忆证明自伴随算子和酉算子可对角化时, 关键的步骤则是利用上述命题加上一维不变子
空间的存在性来做归纳, 但是对于实线性空间上的线性变换, 其不总是存在一维不变子空间, 这
是实线性空间与复线性空间的一个很大区别.
但幸运的是, 事情没有十分糟糕, 实线性空间上的线性变换总是存在不变子空间的, 并且维

数最多是 2, 即

引理 12.2.4. A : V → V 是线性变换, 那么 V 存在一个 A 不变子空间 W , 其中 dimRW = 1, 2.
1因为在之前的情形, 定义伴随算子的时候我们只用到了 g 是非退化的, 所以这里我们依然可以利用 g 的非退化性

去定义 At.
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证明: 这依赖于 R[x] 上的不可约多项式最高只有二次.

因此, 我们只需要搞清楚在 dimV = 1, 2 的时候对称算子以及正交算子的分类, 那么对一般
的情况只需要写成这些情况的分块即可.

例子. 假设 A 是对称算子.
1. 当 dimV = 1 时, V 上的任何线性变换都是对称算子;
2. 当 dimV = 2 时, 不妨取 V 的一组基将 A 写作是

(
a b
b d

)
, 那么其特征多项式为

λ2 − (a+ d)λ+ (ad− b2)

计算其判别式可以发现

∆ = (a+ d)2 − 4(ad− b2) = (a− d)2 + 4b2 ≥ 0

即其总是存在一个特征值, 从而 A 存在一个一维的不变子空间.

推论 12.2.5. 如果 A 是对称算子, 则 A 总可以对角化.

例子. 假设 A 是正交算子.
1. 当 dimV = 1 时, V 上的正交算子只有 ± I;
2. 当 dimV = 2 时, 不妨取 V 的一组基将 A 写作是

(
a b
c d

)
, 那么 A 是正交算子当且仅当(

a c

b d

)
=

1

detA

(
d −b
−c a

)

由于 detA = ±1, 那么

(a) 当 detA = 1 时, d = a, b = −c, a2 + b2 = 1

(b) 当 detA = −1 时, d = −a, b = c, a2 + b2 = 1.

从而 A 有如下两种可能:

Rθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
,

(
− cos θ − sin θ
− sin θ cos θ

)

注意后者可以被视作是反射, 总存在一维不变子空间, 而前者不存在一维不变子空间当且
仅当 θ 6= 0, π (mod 2π).

推论 12.2.6. 如果 A 是正交算子, 则存在 V 的一组标准正交基, 使得 A 在这组基下的矩阵为

分块对角矩阵

diag{Rθ1 , . . . , Rθk ,−1, . . . ,−1, 1, . . . , 1}

其中 θi 6= 0, π (mod 2π).

注记. 正交算子以及酉算子组成的集合构成了群, 但是对称算子以及自伴随算子组成的集合不构
成群.
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定义 12.2.7. 给定 0 6= v ∈ V , 关于以 v 为法向量平面的反射 T 定义为

T (w) = v − 2
〈w, v〉
〈v, v〉

v

命题 12.2.8. 我们有如下性质:
1. T 是正交算子;
2. T 有如下特征子空间分解

V =W ⊥W⊥

其中 W = span{v}.

证明: 直接验证即可.

命题 12.2.9. 假设 A 是正交算子, 那么 A 可以写成不超过 n 个反射的复合, 其中 n = dimV .

注记. 上述结果对一般的特征非零的域上的线性空间 V , 以及一般的对称双线性型 g 的情形也

是成立的, 在下一节对的 Witt 定理将证明这件事情.

12.3 作业十二

练习. 证明可对角化的线性变换在任何不变子空间上也是可对角化的.

练习. 请分类 Q 上的一维对称双线性型的同构类。

练习. 请证明 A1 =

[
1 0

0 1

]
和 A2 =

[
2 0

0 3

]
做为 Gram 矩阵定义在 Q2 上的两个对称双线性型

不同构。

练习. Artin Chapter 8, 4.12.

练习. Artin Chapter 8, 4.13.

练习. Artin Chapter 8, 6.8.

练习. Artin Chapter 8, 6.12.

练习. Artin Chapter 8, 6.19.

练习. (V, g) 是一个复内积空间.
1. 证明 V 上的自伴随算子 T 通过 h(v, w) = 〈Tv,w〉, v, w ∈ V 定义了一个厄尔米特型.
2. 证明 h 是正定的当且仅当 T 的所有特征值都是正数, 此时我们称自伴随算子 T 是正定的.
3. 证明 h 是正定的当且仅当存在正定的自伴随算子 P 使得 T = P 2, 并且这样的 P 被 T 唯

一决定, 我们记 P = T
1
2 .

4. 证明任何 V 上的可逆线性算子 Q, 算子 T = Q∗Q 是厄尔米特的, 并且是正定的.
5. 符号承上, 证明 U = QP−1 是一个酉算子. 即对于可逆算子 Q, 可以写成 Q = UP , 其中

P 是正定自伴随的, U 是酉算子, 并且 U,P 由 Q 唯一决定, 这对可逆算子 Q 证明了极分

解 (polar decomposition).
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练习 (Courant-Fischer-Weyl min-max principle). 设 (V, g) 是一个复内积空间, 假设 T 是一个

厄尔米特算子，有实特征值 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn. 证明其特征值可以由如下方法给出.

λk = min
{

max {〈T (x), x〉 : x ⊥Wk, |x| = 1} :Wk ⊂ E 子空间, dimWk = k − 1
}

这里先固定 k − 1 维子空间 Wk，取出对应的最大值

max {〈T (x), x〉 : x ⊥Wk, |x| = 1} .

然后让 Wk 取遍 k − 1 维子空间，取出这些值中的最小值。

练习 (Cauchy’s interlace theorem). 令 A 是一个 n × n 的厄尔米特矩阵, B 是其 m × m 顺
序主子式, 其中 m < n. 如果 A 的特征值是 λ1 ⩾ λ2 ⩾ · · · ⩾ λn, 以及 B 的特征值是

µ1 ⩾ µ2 ⩾ · · · ⩾ µm, 那么对于任意的 1 ⩽ i ⩽ m, 有

λi ⩾ µi ⩾ λi+n−m.

提示: 使用上一个习题.

练习 (Sylvester’s criterion). 证明一个厄尔米特矩阵是正定的当且仅当其顺序主子式都是正定
的. 提示: 使用上一个习题.

练习. Lang Chapter XV, exercise 5

练习. Lang Chapter XV, exercise 6

练习. Lang Chapter XV, exercise 7

12.4 作业十三

练习 (Hermann Weyl’s question). 令 A,B 是两个 2 × 2 阶的厄尔米特矩阵, 其特征值分别为
λ1 ≤ λ2 和 µ1 ≤ µ2. 找出 A+B 特征值可能的范围, 并用 λi, µi 表示22.

练习. 令 Ai 是三维欧式空间中固定原点的旋转角为 θi 的旋转. 证明 A1A2 仍然是旋转, 记其旋
转角为 α, 尝试用 θ1, θ2 来表示 α.

练习. 用 G 表示 V 上非退化双线性型的格拉姆矩阵, 证明 g 7→ detG ∈ F×/(F×)2 只依赖于 g.

练习. 令 F 是一个特征不为 2 的域, V 是其上的线性空间, g 是 V 上的非退化对称双线性型.
证明 (V, g) 和 (V,−g) 的正交直和等距同构于双曲空间.

练习. 令 F 是一个特征不为 2 的域, V 是其上的二维线性空间, g 是 V 上的对称双线性型. 证
明 (V, g) 等距同构于双曲空间当且仅当 det g = −1 ∈ F×/(F×)2.

练习. 令 p 是一个奇素数, 分类所有 (Fp)2 上的对称双线性型.

练习. 证明 (V, g) 的极大迷向子空间的维数是个定值.
2一般情况见: https://www.ams.org/notices/200102/fea-knutson.pdf
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练习. 证明 (V, g), 其中 V 是线性空间, g 是非退化的对称双线性型, 是双曲空间以及非迷向的
W 的正交直和, 并且 W 在相差等距同构的意义下由 (V, g) 完全决定.

练习. 在 W = V ⊕ V ∗ 上如下定义一个反对称型 ω((v1, f1), (v2, f2)) = f1(v2) − f2(v1) for any
vi ∈ V, fi ∈ V ∗. 用 Sp(W ) 记 (W,ω) 的正交变换群.

1. 证明 V 的线性同构诱导了 (W,ω) 上的等距同构, 进而去找出一个从 GL(V ) 到 Sp(W ) 的

单同态.
2. 证明当 W 的维数为 2 时, 有同构 SL(W ) ∼= Sp(W ).
3. 令 W ∗ = (V ⊕ V ∗)∗ = V ∗ ⊕ V , 并且通过同构 (V ∗)∗ = V 赋予其上类似的反对称双线性

型. 证明如果 F ∈ Sp(W ), 则 F ∗ ∈ Sp(W ∗).

4. 令 J =

[
0 In

−In 0

]
以及 Sp(2n, F ) = {A ∈ GL(2n, F ) | ATJA = J}. 证明如果 A ∈

Sp(2n, F ), 那么 AT 也是.
5. 找出 (W,ω) 所有的极大迷向子空间, 这样的子空间被称为拉格朗日子空间.

练习. 证明如下有关普法夫值的等式

pf
(
AT) = (−1)n pf(A)

pf(λA) = λn pf(A)

pf
(
A2m+1

)
= (−1)nm pf(A)2m+1

其中 A 是 2n × 2n 反对称矩阵, λ 属于基域. 证明普法夫值是一个定义在反对称矩阵函数组成
的空间上的关于正交群作用不变的函数33.

练习. Artin Chapter 8, 5.4

练习. Artin Chapter 8, 6.4

练习. Artin Chapter 8, 8.1

练习. Artin Chapter 8, 8.3

3感兴趣同学可以思考, 不用交, 所有关于反对陈矩阵元素的多项式函数, 如果在 O(2n) 作用下不变, 则一定是写
作特征多项式的系数以及 Pffafian 的多项式. 对奇数维呢？
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第十三章 Witt 理论

如无特殊说明, F 仍然是特征不为 2 的域. 为了方便起见, 给定 F-线性空间 V 以及其上的

非退化对称双线性型 g, 我们称 (V, g) 是一个内积空间.

13.1 Witt 延拓定理

定理 13.1.1 (Witt 延拓定理). 给定内积空间 (V, g), W 是 V 的一个子空间, 如果 f : W → V

是 W 到 f(W ) 上的等距同构, 那么存在等距同构 F : V → V 使得 F |W = f .

定理 13.1.2 (Witt 消去定理). Wi, Vi, i = 1, 2 都是带有对称双线性型的线性空间, 并且 W1,W2

上的双线性型非退化. 如果 W1 ⊥ V1 ∼= W2 ⊥ V2 是等距同构, 并且 W1 等距同构于 W2, 那么
V1 ∼= V2 也是等距同构.

我们下面用 Witt 延拓定理来证明 Witt 消去定理.

证明: 用 f1 去记 W1 ⊥ V1 到 W2 ⊥ V2 的等距同构, f2 去记 W1 到 W2 的等距同构, 则

f :W1
f2→W2 ↪→W2 ⊥ V2

f−1
1→ W1 ⊥ V1

是一个到其像上的等距同构. 则根据 Witt 延拓定理我们有等距同构 F : W1 ⊥ V1 → W1 ⊥ V1,
满足 F (W1) = f−1

1 (W2). 考虑等距同构 T = f1 ◦ F : W1 ⊥ V1 → W2 ⊥ V2, 那么 T (W1) = W2,
从而

T (W⊥
1 ) =W⊥

2

由于 W1,W2 上的双线性型是非退化的, 从而 W⊥
1 = V2,W

⊥
1 = V2. 即 T |V1 上给出了 V1 到 V2

的等距同构.

注记. 用矩阵来说, 给定

G1

(
A1 0

0 B1

)
, G2 =

(
A2 0

0 B2

)
如果 A1, A2 非退化, 并且 A1 合同于 A2, G1 合同于 G2, 那么 B1 合同于 B2.

下面我们的目的在于证明 Witt 延拓定理, 在此过程中, 我们会介绍许多有用的工具.

定义 13.1.3. 给定带有双线性型的线性空间 (V, g), 0 6= v ∈ V 被称为迷向的 (isotropic), 如果
g(v, v) = 0. 并且

1. 如果 V 包含一个迷向向量, 则称 V 是迷向的.
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2. 如果 V 不包含迷向向量, 则称 V 是非迷向的 (anisotropic).
3. 子空间 W 被称为全迷向的 (totally isotropic), 如果 g|W = 0.

定义 13.1.4. V 是 n 维 F-线性空间, 定义 H(V ) = V ⊕ V ∗ 以及其上的双线性型如下:

h : H(V )×H(V )→ F

((v1, f1), (v2, f2)) 7→ f2(v1) + f1(v2)

(H(V ), h) 被称为双曲空间 (hyperbolic space).

命题 13.1.5. 对于双曲空间 (H(V ), h), 我们有如下性质:
1. V, V ∗ 都是 H(V ) 的全迷向子空间.
2. 给定 V 的一组基 {v1, . . . , vn} 以及其对偶基 {v∗1, . . . , v∗n}, 这两者并起来给出了 H(V ) 的

一组基, 在这组基下 h 的格拉姆矩阵为 (
0 I

I 0

)

特别地, h 是非退化的.

命题 13.1.6. 如果 f : V1 → V2 是线性同构, 那么

f ⊕ (f∗)−1 : V1 ⊕ V ∗
1 → V2 ⊕ V ∗

2

是双曲空间 (H(V1), h1), (H(V2), h2) 之间的等距同构, 并且限制在 V1 上就是 f .

命题 13.1.7. V 是 2n 维线性空间, g 是其上非退化的对称双线性型, 则如下叙述等价.
1. (V, g) 等距同构于 H(W ), 其中 W 是 V 的子空间;
2. V 有一个全迷向的 n 维子空间 W ;
3. g 有格拉姆矩阵 (

0 A

At B

)
4. g 有格拉姆矩阵 (

0 I

I 0

)
5. g 有格拉姆矩阵 (

A 0

0 −A

)
6. g 有格拉姆矩阵 (

I 0

0 −I

)
证明: 我们在这里只证明 1,2,3,4 的等价性, 其中 1 =⇒ 2 =⇒ 3 以及 4 =⇒ 1 是显然的. 对
于 3 =⇒ 4, 我们注意到由于 g 非退化从而 A 可逆, 因此(

A−1 0

0 I

)(
0 A

At B

)(
(A−1)t 0

0 I

)
=

(
0 I

I B′

)
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其中 B′ 是对称矩阵, 那么(
I 0

−1
2B

′ I

)(
0 I

I B′

)(
I −1

2B
′

0 I

)
=

(
0 I

I 0

)

命题 13.1.8. 给定线性空间 V 以及其上非退化的对称双线性型 g, 如果 W 是全迷向的子空间,
那么存在 V 的子空间 V ′ 使得 V ′ ∼= H(W ).

证明: 嵌入 i : W → V 诱导了满射 i∗ : V ∗ → W ∗, 并且由于 g 是非退化的, α = lg = rg : V →
V ∗ 是同构, 考虑如下满射

V
α−→ V ∗ i∗−→W ∗

那么存在 V 的子空间 W ′ 使得 i∗α 限制在 W ′ 上是到 W ∗ 的同构.
注意到任取 w ∈W,w′ ∈W ′

g(w,w′) = (α(w′))(w)

= (i∗α(w′))(w)

= hW (w, i∗α(w′))

这意味着存在 W ⊕W ′ 的一组基使得 g 在其下的格拉姆矩阵为(
0 I

I B

)

再利用上述命题即可知如果令 V ′ =W ⊕W ′, 那么 (V ′, g|V ′) 等距同构于 H(W ).

下面我们来证明如下略微加强版本的 Witt 延拓定理.

定理 13.1.9 (Witt 延拓定理). 给定内积空间 (V, g), W 是 V 的一个子空间, 如果 f : W → V

是 W 到 f(W ) 上的等距同构, 那么 f 可以被延拓成若干个反射的乘积.

证明: 我们先考虑一个简单的情况: dimW = 1, 由 w 生成, 并且 g(w,w) 6= 0. 如果 f : W → V

是 W 到 f(W ) 上的等距同构, 不妨记 f(w) = v, 此时 v 也不是迷向向量, 因为 w 不是迷向向量

并且 f 是等距. 由于

g(v − w, v − w) + g(v + w, v + w) = 4g(v, v) 6= 0

从而 v − w 和 v + w 中至少存在一个不是迷向向量.
1. 如果 v − w 不是迷向向量, 考虑关于 v − w 的反射, 定义如下

rv−w(v
′) = v′ − g(v′, v − w)

g(v − w, v − w)
(v − w)

此时 rv−w(w) = v. 这是延拓了 f 的反射.
2. 如果 v + w 不是迷向向量, 那么

rvrv+w(w) = v

这是延拓了 f 的反射.
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下面我们对 m(W ) := dimW + 2 dimW ∩W⊥ 做归纳. 当 m = 0 的时候是显然的. 现在假
设 m > 0, 如果 W 不是全迷向的, 那么存在 w ∈W 使得 g(w,w) 6= 0. 令 W1 = (Fw)⊥ ∩W , 那
么则有

W = Fw ⊥W1

此时我们知道 dimW1 = dimW − 1, 并且注意到

W⊥ = (Fw)⊥ ∩W⊥
1

从而

W ∩W⊥ =W ∩ (Fw)⊥ ∩W⊥
1 =W1 ∩W⊥

1

即 m(W1) < m(W ), 对 W1 以及 f1 = f |W1 使用归纳假设, 我们得到了一系列反射的复合, 记做
F1, 使得 F1|W1 = f1. 下面我们断言 (F1)

−1f(w) = v ∈W⊥
1 : 任取 x ∈W1, 计算有

g((F1)
−1f(w), x) = g(f(w), F1(x))

= g(f(w), f(x))

= g(w, x)

= 0

考虑 span{w, v} ⊂W⊥
1 , 那么根据我们最初处理的简单情况, 存在反射 F2 限制在 W1 上是恒等,

并且满足 F2(w) = v, 那么

F1F2(w) = F1v = F1(F1)
−1f(w) = f(w)

从而 F1F2 是我们需要的反射.
我们最后来处理 W 是全迷向的情况: 首先根据命题13.1.813.1.8, 存在 V 的子空间 W ′ 使得

(W ⊕W ′, g|W⊕W ′) 等距同构于双曲空间. 根据命题13.1.613.1.6, f 可以延拓到 W ⊕W ′ 上. 最后注意
到

m(W ⊕W ′) = 2 dimW < 3dimW = m(W )

利用归纳假设即可.

推论 13.1.10. 给定内积空间 (V, g), 则其极大全迷向子空间的维数是被 (V, g) 唯一确定的.

证明: 假设 W,W ′ 都是 V 的极大的全迷向子空间, 不妨假设 dimW ≤ dimW ′, 那么 W → W ′

存在一个单的线性映射, 并且由于它们都是全迷向子空间, 这个单射是 W 到其像上的等距同构,
从而可以延拓成定义在 V 上的等距同构 F ,那么W ⊂ F−1(W ′),再利用极大性则有 F−1(W ′) =

W , 即它们维数相同.

定义 13.1.11. 给定内积空间 (V, g), 则其极大全迷向子空间的维数是被 (V, g) 被称为 Witt 指
标 (Witt index), 记做 ind(V, g).

推论 13.1.12 (Witt 分解). 给定内积空间 (V, g), 以及 m = ind(V, g), 则存在如下分解

V = H(W ) ⊥ V1
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其中 V1 是非迷向的, 完全由 V 决定, 并且

H(W ) ∼= H1 ⊥ H2 ⊥ · · · ⊥ Hm

其中 Hi 是 2 维的双曲空间.

13.2 Grothendieck-Witt 群

从上一节最后的 Witt 分解定理可以看出, 只有非迷向的内积空间是值得我们关心的, 因为
一般的内积空间总可以分解成非迷向的与一些标准双曲空间的正交直和. 在本节中我们将去寻
找一种找出所有非迷向内积空间的办法, 这就是通过 Grothendieck-Witt 群.
考虑域 F 上内积空间 (V, g) 全体等距同构类组成的集合, 记做 Ŵ+(F), 其对于正交直和 ⊥

运算构成了一个半群. 并且根据 Witt 消去定理, 其具有消去律. 对于这样的一个半群, 我们可以
对其使用 Grothendieck 构造, 得到一个群, 使得这个半群嵌入在其中.

例子. 给定自然数 N, 我们该如何去定义整数 Z? 我们应该去在 N 上构造减法, 我们可以将这
件事情视作是一个等价关系. 我们考虑如下的关系: 给定 (a, b) ∈ N× N, (a, b) ∼ (a′, b′) 当且仅

当 a + b′ = a′ + b. 不难验证这是一个等价关系, 并且 N × N 商掉这个等价关系得到的就是 Z.
我们有如下自然的嵌入

N→ Z

a 7→ (a, 0)

上述构造被称为 Grothendieck 构造.

如果我们对 Ŵ+(F) 使用如上的 Grothendieck 构造, 得到的结果被称作是 Grothendieck-
Witt 群 (Grothendieck-Witt group). 即是二元组 ((V1, g1), (V2, g2)) ∈ Ŵ+(F)× Ŵ+(F) 组成的
集合商掉等价关系, 其中 ((V1, g1), (V2, g2)) 等价于 ((V ′

1 , g
′
1), (V

′
2 , g

′
2)) 当且仅当

V1 ⊥ V ′
2
∼= V ′

1 ⊥ V2

我们用 GW (F) 去记 Grothendieck-Witt 群.

注记. 实际上 Ŵ+(F)上还具有乘法运算, 使其构成一个半环 (即一个半群上带有一个乘法结构),
对一个半环使用 Grothendieck 构造实际上可以得到一个环, 即我们的 GW (F) 上实际具有环结
构.

定义 13.2.1. GW (F) 商掉全体双曲空间生成的子群得到的商群称作 Witt 群 (Witt group), 记
做 W (F).

我们引入 Grothendieck-Witt 群的关键在于:

命题 13.2.2. W (F) 与非迷向的内积空间 (V, g) 的等距同构类有一一对应.

证明: 我们给出如下对应

ρ : {(V, g) | V是非迷向的} →W (F)

(V, g) 7→ ((V, g), 0)
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下面来验证这个对应是单射: 如果 ρ((V1, g1)) = ρ((V2, g2))，也就是说在GW (F)中 ((V1, g1), 0)

和 ((V2, g2), 0) 相差一些双曲空间落在等价类里, 即存在 Wi,W
′
i , i = 1, 2 使得 ((V1, g1) ⊥

H(W1),H(W ′
1)) 与 ((V2, g2) ⊥ H(W2),H(W ′

2)) 在 GW (F) 中等价, 利用 GW (F) 中等价的定
义整理得到如下等距同构

V1 ∼= V2 ⊥ H(W )

其中 W 是 V 的某个子空间. 而由于 V1 是非迷向的, 从而 W 一定是零空间, 即 V1 等距同构于

V2.
下面验证这个对应是满射: 实际上只需要去 (0, (V, g)) 的原像即可, 注意到在 W (F) 中,

(0, (V, g)) = −((V, g), 0) = ((V,−g), 0), 而最后一个等式成立是因为

(V, g) ⊥ (V,−g) ∼= H(W )

这留作习题.

13.3 不变量

去计算 Grothendieck-Witt 群的主要办法是去寻找一些不变量: 即去寻找内积空间的一些
等距同构不变量, 使得它们尽可能的被这些不变量所完全决定.
一个显然的不变量是维数, 我们有如下的群同态:

dim : GW (F)→ Z

((V1, g1), (V2, g2)) 7→ dimV1 − dimV2

由于双曲空间的维数总是偶数, 从而上述群同态还诱导了到 Witt 群上的群同态 e : W (F) →
Z/2Z, 称为维数指标 (dimension index).
另一个重要的不变量是行列式: 对于内积空间 (V, g), 如果我们记 G 是 g 的格拉姆矩阵, 则

detG ∈ F∗, 然而格拉姆矩阵和基的选取有关, 并且不同基下的格拉姆矩阵相差某个可逆矩阵 P

的行列式的平方, 从而我们可以考虑如下的映射

det : GW (F)→ F∗/(F∗)2

((V1, g1), (V2, g2)) 7→ det(G1)/ det(G2)

其中 Gi, i = 1, 2 是 gi 在某组基下的格拉姆矩阵. 然而上述映射不能够直接的过渡到 W (F) 上
去, 因为双曲空间的格拉姆矩阵的行列式是 ±1, 而在一般的 F 上 −1 不一定是一个平方数, 从
而双曲空间的格拉姆矩阵行列式不一定平凡.
为了解决这个问题, 我们如下定义内积空间 (V, g) 的行列式映射 d 为 (−1)n detG, 其中 G

是 g 的格拉姆矩阵, dimV = 2n, 2n + 1. 这时双曲空间的行列式就是平凡的, 从而可以过渡到
Witt 群 W (F) 上去.
另一个糟糕的问题是行列式映射不是 Witt 群到 F∗/(F∗)2 的一个群同态, 为了解决这个问

题, 我们在集合
Q(F) = Z/2Z× F∗/(F∗)2
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上如下定义群结构:
(0, α) + (0, β) = (0, αβ)

(1, α) + (0, β) = (1, αβ)

(1, α) + (1, β) = (0,−αβ)

可以直接验证

(e, d) :W (F)→ Q(F)

是一个群同态.

13.4 一些 Witt 群的计算

例子. 当 F = R 时, 由之前的结果可知对于非退化的对称双线性型 g 一定存在一组基使得其对

于这组基的格拉姆矩阵为

diag{1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p个

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
q个

}

不妨假设 p ≥ q, 则 g 在消去若干个标准双曲空间之后等距同构于

diag{1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p−q个

}

从而可以发现符号差映射
sign :W (R)→ Z

(V, g) 7→ p− q

是一个同构.

例子. 当 F = C 时, 根据同上面类似的论断, 不难发现 W (C) = Z/2Z.

注记. F 的任何数都是平方数当且仅当 F 上任何 2 维的内积空间都是迷向的.

定理 13.4.1. 假设域 F 上任何 3 维内积空间都是迷向的, 则对于 F 上的任意内积空间 (V, g),
都存在 V 的一组基使得 g 对于这组基的格拉姆矩阵 G 为

diag{δ, 1 . . . , 1}

其中 δ = detG. 特别地, 任何两个内积空间是等距同构的当且仅当它们有相同的维数和行列式,
即

W (F) ∼= Q(F)

注记. 任意对角矩阵 diag{a1, . . . , an}, 其可以给出 n 维线性空间 V 上的一个对称双线性型, 为
了方便起见, 我们之后用 〈a1, . . . , an〉 记这个对称双线性型.

证明: 任取 α, β ∈ F∗, 考虑 3 维线性空间上非退化双线性型 〈α, β,−1〉, 由于它是迷向的, 从而
可以分裂出一个标准双曲空间, 从而其等距同构于 〈γ, 1,−1〉, 再利用消去定理可知 〈α, β〉 等距
同构于 〈γ, 1〉, 并且通过计算行列式不难发现 γ = αβ.

由于任何内积空间 (V, g)都存在一组基使得 g对应的格拉姆矩阵是对角矩阵 diag{α1, . . . , αn},
从而利用归纳法即有想要证明的事情.

122



下面来解决本节最为关心的问题. 从现在开始我们假设 q = pn 以及 p 是一个奇素数, 我们
要去搞清楚 W (Fq) 的结构. 首先我们需要下面的一些有关有限域的基本的结果.

引理 13.4.2. F∗
q/(F∗

q)
2 只有两个元素.

引理 13.4.3. Fq 的任何元素都是两个平方数的和.

定理 13.4.4. 假设 F = Fq, 则 F 上任何 3 维内积空间都是迷向的.

证明: 假设 1, ε 是 F∗
q/(F∗

q)
2 中的两个元素, 由于 Fq 中任何元素都是二平方和, 从而 ε 可以被

〈1, 1〉表示, 即存在非零的向量 v 使得 〈1, 1〉对应的对称双线性型 g 满足 g(v, v) = ε, 通过考虑 v

生成的一维子空间的正交补, 可以得到 〈1, 1〉 等距同构于 〈ε, ε′〉, 再通过比较行列式我们有 〈1, 1〉
等距同构于 〈ε, ε〉, 从而 F 上的 3 维内积空间只能等距同构于 〈1, 1, 1〉 或 〈1, 1, ε〉. 我们考虑如下
两种情况:

1. 如果 −1 是一个平方数, 那么 〈1, 1〉 等距同构于 〈1,−1〉, 从而上面两种可能的情况都是迷
向的;

2. 如果 −1 不是一个平方数, 那么我们可以选 ε = −1, 从而 〈1, 1, 1〉 ∼= 〈1,−1,−1〉 以及
〈1, 1, ε〉 = 〈1, 1,−1〉 都是迷向的.

推论 13.4.5. W (Fq) ∼= Q(Fq).

注记. 注意到 Q(Fq) 作为集合是 Z/2Z× Z/2Z, 更具体的来说, 作为群有如下的同构.

Q(Fq) =

Z/2Z× Z/2Z, p ≡ 1 (mod 4)

Z/4Z, p ≡ 3 (mod 3)

证明留作作业.

13.5 作业十四

在下面习题中, K 是一个特征不为 2 的域, V 是一个有限维 K-线性空间, g 是其上一个非
退化的对称双线性型.

练习. 证明 Q(K) 上的乘积结构定义了一个交换群.

练习. 证明注记13.413.4, 并找出具体的 (V, g) 来代表 W (Fp) 中的四个元素.

练习. 对于有限域 Fp 上的 (V, g), 是否对于每个元素 a ∈ Fp, 都存在非零的 v ∈ V 使得

g(v, v) = a? 找出所有具有这种性质的 g 以及不具有这些性质的.

练习. 如果 K 是 F 的一个子域, 我们可以将 K 上的对称矩阵视作 F 上的对称矩阵, 证明这诱
导了群同态 GW (K)→ GW (F ) 以及 W (K)→W (F ). 找出例子是的这些同态是

1. 同构;
2. 不是单射;
3. 不是满射.

练习. 如果任何二维的 (V, g) 都是迷向的, 证明任何 a ∈ K 都是平方数, 并且在这种情况下计算
GW (K) 和 W (K).
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R-模, R-module, 7979
R-模同态, R-module homomorphism, 8080
p-挠子模, p-torsion submodule, 9090

Abel 群, abelian group, 88

Coxeter 图, Coxeter diagram, 3131
Coxeter 群, Coxeter group, 3131

Grothendieck-Witt 群, Grothendieck-Witt
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Sylow p 子群, Sylow p-subgroup, 2020

Witt 指标, Witt index, 119119
Witt 群, Witt group, 120120

一般线性群, general linear group, 88
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主理想, principal ideal, 4848
主理想整环, principal ideal domain, 5656
二次型, quadratic form, 103103
二面体群, dihedral group, 88
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交换环, communicative ring, 4545
交错群, alternative group, 1818
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伴随算子, adjoint operator, 109109

偏序, partial order, 5252
偏序集, partially ordered set, 5252
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共轭作用, conjugation, 1818
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划分, partition, 1010
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半直积, semi-product, 2222
半群, semi group, 1616
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单词, word, 2525
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反对称双线性型, skew-symmetric bilinear
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唯一分解整环, unique factorization, 5757
商映射 quotient map, 1010
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多项式环, polynomial ring, 4646
子模, submodule, 7979
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子群, subgroup, 99
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对偶空间, dual space, 9898
对称双线性型, symmetric bilinear form,

101101
带余除法, division with remainder, 4646
幂零群, nilpotent group, 4242
形式多项式, formal polynomial, 4646
循环模, cyclic module, 8989
循环群, cyclic group, 1313

指数, index, 1616
挠子模, torsion submodule, 8989
整环, domain, 5555
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有限生成, finitely generated, 8585
有限生成理想, finitely generated ideal, 4848
有限生成自由模, finitely generated free

module, 8282
有限表现, finitely presented, 3030
本元多项式, primitive polynomial, 5959
极分解, polar decomposition, 113113
极大理想, maximal ideal, 5252
核, kernel, 1212, 4747
格, lattice, 6868
格拉姆-施密特正交化, Gram–Schmidt

process, 105105
格拉姆矩阵, gram matrix, 100100
欧几里得整环, Euclidean domain, 5656
正交补, orthogonal complement, 102102
正则表示, regular representation, 2121
正合, exact, 8181
正定双线性型, positive definite bilinear

form, 104104
正规化子, normalizer, 2222
正规子群, normal subgroup, 1111
正规算子, normal operator, 111111
波雷尔子群, Borel subgroup, 3838
波雷尔子群, borel subgroup, 4343

环, ring, 4545
环同态, ring homomorphism, 4747
环同构, ring isomorphism, 4747
理想, ideal, 4848
短正合列, short exact sequence, 8181
积群, product group, 88
第一同构定理, first isomorphism theorem,
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等价关系, equivalent relation, 1010
等距同构, isometry, 103103
类群, class group, 7272
素理想, prime ideal, 5555
线性表示, linear representation, 1818
维数指标, dimension index, 121121
置换群, permutation group, 77
群作用, group action, 1717
群同态, group homomorphism, 1111
群同构, group isomorphism, 1111

自伴随算子, self-adjoint operator, 109109
自由模, free module, 8282
自由群, free group, 2525
诺特模, noetherian module, 8686
诺特环, noetherian ring, 8585
负定双线性型, negative definite bilinear

form, 104104
赋值映射, evaluation map, 4747
轨道, orbit, 1919
轮换, cycle, 2626
迷向向量, isotropic vector, 116116

酉算子, unitary operator, 110110
阶, order, 88, 1313
陪集, coset, 99
非退化双线性型, non-degenerate bilinear

form., 101101
高斯整数环, Gauss integer ring, 5050
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